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Dag die Mathematik bei den Arabern aus indischen und
griechischen Quellen zusammengeflossen ist und vielfach durch Perser,
Syrer und Juden in den Strom des geistigen Lebens eingefiithrt wurde,
ist eine Tatsache, die sich ebenso deutlich aus dem Inhalt der
arabischen Schriften und der literarischen Uberlieferung ergibt,
wie sie der geschichtlichen Lagerung der islamischen Gesamtkultur
entspricht. Schwierigeren Fragen stehen wir aber alsbald gegeniiber,
wenn wir diese allgemein anerkannte Abhingigkeit auf bestimmte
Quellen zurickfihren wollen, wenn wir die auf lange Strecken ver-
schiitteten Rinnsale aufzudecken versuchen, in denen die Zufuhr
des fremden Stoffes sich vollzog, und wenn wir eine Entscheidung
dartber treffen sollen, ob ein bestimmtes Wissen seine Form schon
auf dem Weg zur Sammelstelle erhalten hat oder erst dem arabischen
Einflug seine Gestaltung verdankt. Die Schwierigkeiten wachsen,
wenn sich Urteile tber solche Dinge nicht auf die Quellen erster Hand,
sondern auf Ubersetzungen und Bearbeitungen stiitzen, die den
Charakter des Originalwerks verwischt haben und vielfach schon
von personlicher Stellungnahme bestimmt sind. Die Versuchung,
moderne Ausdrucksweisen und Auffassungen in dltere Werke hinein-
zutragen oder ihren Inhalt nach modernen Mafstiben zu beurteilen,
liegt auf mathematischem Gebiet besonders nahe, da ungewohnte
Form und Umstéindlichkeit der Darstellung Hindernisse raschen Ver-
stindnisses sind und es dem Mathematiker gewohnlich mehr auf
den Inhalt, als auf die Form der Erkenntnisse ankommt.

Fir alle Untersuchungen, die die Form der Darstellung be-
treffen, also fir die ganze Geschichte der Terminologie, wird man
daher immer wieder auf die Originalquellen zuriickgehen miissen,
um zu neuen oder gesicherteren Ergebnissen zu gelangen.

Eine erneute Untersuchung der dllesten arabischen Algebra
schien besonders aussichtsvoll, nachdem sich bei einem fliichtigen
Vergleich herausgestellt hatte, daf die von Fr. Rosen 1831 dem
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4 J. Ruska:

Text der Algebra des Muhammad b. Masd al-HwarazmI' bei-
gefiigte Ubersetzung nicht den Wortlaut wiedergibt, sondern sich
ziemlich grofe Freiheiten gestattet. Sie schien auch darum erwiinscht,
weil iiber die Grundlagen der arabischen Algebra so viele entgegen-
gesetzte und sich ausschliefende Ansichten gedufiert worden sind,
daB von einer Erschopfung des Gegenstandes noch immer nicht
gesprochen werden kann. Im weiteren Verlauf der Arbeit stellte
sich dann die Notwendigkeit heraus, auch andere Texte und Uber-
setzungen in den Bereich der Untersuchung zu ziehen, und so ist
schlieBlich eine Reihe von mehr oder minder zusammenhingenden
Einzelbeitrigen zur Geschichte der alteren arabischen Mathematik ent-
standen. Das beigegebene Register wird die Aufsuchung bestimmter
Gegenstinde der Untersuchungen erleichtern.

! Man kann eine ganze Musterkarte von Umschreibungen dieses Namens
susammenstellen; so schreibt Coresrooxr (1817) Khuwdrezmi, Rosen (1831)
of Khowarezm, Woercke (1863) Alkharizmi, Marge (1865) Al Kharezm,
Ropxr (1878) A1-Kharizmi, Haxker (1874) alHovarezmi, Canror (1880)
Alchwarizmi, vay Vioren (1895) Al-Khowarezm i, Surer (1900) el-
Chowaresmi oder Chwaresmi, Biorvso (1905) Alkwarizmi, WIEDEMANN
(1906) al Charizmi, Bosmans (1906) EI-Chow arizmi, Kareinskr (1910)
Al-Khowarizmi, Smimi (1911) Al-Khowarazmi, ENESTRIM Alkhwarizmi
und Alkwarismi. Dazu kommen die alten Formen Alchoarismi in der
Ubersetzung des Gerhard von Cremona, Alghuariz im, Alguarizin,
Algaurizm, Algaurizin in den Handschriften der Ubersetzung des Robert
Castrensis (Bibl. Math. 3. F.,, Bd. 11,1910/ 11, 8. 130; die Formen mit #n und m
sind offenbar aus den Formen mit m und mi entstanden, die mit au aus ua),
Alghoarismi, Algoarismi, Algorismi in der Pratica Arismetrice des
Johannes Hispalensis, Algoritmi im Traktat de numero Indorum. Volks-
tiimliche Weiterbildung fihrt von Algorismus zu augorisme und augrint
(Smiri-Karpinski, The hindu-arabic numerals, Boston 1911, S. 120, 121).

Alle Formen mit Khwa-und Chwa- beruhen auf buchstiblicher Um-
schreibung der Zeichengruppe \,>, die der persischen Sprache eigentiimlich
ist und etwa kho gesprochen wird (vgl. Xwpaouis, Xopdowoy). Da der zweite
Vokal von ¢3.\ s> Hwirazm nach Vuiiess (8. 736) ein Fatha ist, lautet die genaue
Umaschreibung der Nisbe al-Hwarazmi oder Alhwirazmi. Die Wieder-
gabe von ¢ durch k, von ; durch s ist falach, die Umschreibung von ¢ durch
ch oder kh ist nicht eindeutig genug, der allgemeinen Verwendung von I
und h stehen typographische Schwierigkeiten gegeniiber. Man vermeidet diese
und andere Klippen, wenn man Rosey folgend den Verfasser Muhammad
b. Miusi nennt. Will man die geschichtlichen Zusammenhiinge betonen, 8o
wird man besser Algoritmi oder Algorithmus schreiben, wie man auch
Averroes statt Ibn Ruid sagt. So wenig wir das Wort Averroismus durch
Ibnruddismus ersetzen kinnen, so wenig ist die moderne Umschreibung Al-
hwirazmi geeignet, die Erinnerung an die Algorithmiker lebendig zu

erhalten.
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I. Der Titel der Algebra des Muhammad b. Musa.

Erwihnte Muhammad b. Masa nicht selbst in der Ein-
leitung zu seiner ,Algebra“ die Gegenstinde, von denen er zu handeln
beabsichtigt, so konnte man versucht sein, das uns erhaltene Werk
als willkiirliche Zusammenfiigung von zwei oder drei urspriinglich
getrennten Schriften anzusehen. Sein Inhalt entspricht aber
durchaus dem, was der Verfasser als seine Absicht bezeichnet:
aebl fpole fpaisie L )olilly wadl Glas g0 wdll o Je
m#ilosy miiilen S oaadl Kbl e D e U aldes, Gl
L gz (o oLy pdlkoly (Roso ppiandie) ilonlie
gy Reddglly LN (555 o W Bl (00 epinr a0 (pslelaiy
Kigidy K992y (ya KIS, ein kurzgefabtes Buch zu schreiben von dem
Rechenverfahren der Erginzung und Ausgleichung (kisab aljabr
walmukabalah) mit Beschrinkung auf das Anmutige und Hoch-
geschitzte! des Rechenverfahrens fiir das, was die Leute fortwithrend
notwendig brauchen bei ihren Erbschaften und ihren Vermiichtnissen
und bei ihren Teilungen und ihren Prozefibescheiden und ihren ITan-
delsgeschiften und bei allem, womit sie sich gegenseitig befassen ?
von der Ausmessung der Lindereien und der Herstellung der
Kanile und der Geometrie und anderm dergleichen nach seinen
Gesichtspunkten und Arten.*

Wollten wir den Ausdruck il pressen, der urspringlich die
Sammlung und Vereinigung mehrerer Teile eines Dings, ja sogar
»the putting many things into such a state that one name becomes
applicable to them, whether there be to some of the parts a relation
to others by precedence and sequence, or not“ bedeutet (LAse
Bd.1, S. 80), so konnten wir darin den Ilinweis erblicken, dab das
Werk ein Auszug aus verschiedenen Quellen ist. Der Verfasser
gibt selbst nirgends eine Andeutung, woher er seinen Stoff hat, und

! Rosex 8. 3: confining it to what is easiest and most wseful in arithmetic;
u'?:hl heifitaber weder ,leicht*, noch J> ,niitzlich*, Es ist merkwiirdig, wie ﬂeh;
die deutsche Algebra des Ciir, RonorLrr von Jauer (1525) in ihrem Titel an djese
f)mprehlfmg anlflin;:;t: ,_,%ef;enb bnnd Hitbi ¢ Rechnung durd) die funftreichen regeln
gebre, jo gemeindlic) dbie Cof genanut werden. Tavimuen alled fo freiilich an tag
gclgeben, bad aud) allein aufy vieifigem Sefen on allen mindtlicie unterrich)t mag be-
griffen werden. .. Ginem jeden liebhaber biefer Runft luftig und ergefhlid...”

* Roskn zieht diesen Satsteil zum Vorausgehenden und fibrt mit ,or
where the measuring . .. weiter, "
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wieweit ihm personlich ein Verdienst an der Prigung zukommt.
Halten wir uns gegenwirtig, daB er sich als Astronom anerkannter-
maBen auf indische Wissenschaft stiitzte und auch ein Buch iiber
das indische Rechnen verfaBte, so ist die Richtung angegeben,
in der man zunichst zu suchen hat. Bevor wir uns aber den
Untersuchungen zuwenden, die seit Coresrooke dariiber ver-
offentlicht sind, muf der Titel und die Gesamtanlage des Buches
etwas genauer betrachtet werden.

Man hat immer wieder dem Erstaunen Ausdruck gegeben,
daB Muhammad b. Miisa seinem Werk einen Titel gegeben habe,
den er nicht erklirt, und daf er dafiir zwei Operationen ausgewihlt
habe, die in dem ,eigentlich theoretischen Teile“ seines Buches
gar nicht vorkommen.! Ich glaube, man hat sich das Verstindnis
dieser Tatsachen ganz unnotig erschwert, indem man das Buch
nicht historisch mit den ,Augen des Verfassers® (Canror a. a. O.
S. 728), sondern ohne Riicksicht auf den Gesamlinhalt nur nach
den wenigen theoretischen Kapiteln am Anfang beurteilte, die den
Geschichtschreiber der Mathematik besonders interessieren.

Schon H. Hankew hat mit dieser Verschiebung des Tatbestandes
den Anfang gemacht, indem er zwar den Inhalt des ersten Teils
der Algebra ganz zutreffend kennzeichnet, die geometrischen Kapitel
aber davon loslost und von dem Rest des Werkes bemerkt, daB
die dort behandelten Aufgaben tiber Erbteilungen von keinem
wissenschaftlichen Interesse seien, wenn sie auch fiir Mohammedaner
praktisch von groftem Werte waren.? Was weiter dariber gesagt
wird, geht auf zwei FuBnolen Rosens (a.a.O. S. 91, 133) zuriick.
Cantor hat dann nach A. v. Kremers Culturgeschichte des Orients
noch einige Sétze hinzugefiigt und auch auf die Ausfithrungen von Ibn
Haldtn und Haggi Halifa tber Erbteilungswissenschaft hin-
gewiesen.® Dieser Abschnitt der Algebra ist nach Canror ,,arabisch
durch und durch* und als Grundlage zahlreicher spéterer Schriften
zu betrachten, die von den Erbteilungen und den dabei vorkommenden
Rechnungen ausschlieflich handeln. Proben dieser Rechenpraxis

t M. Cantor, Vorlesungen iiber Gesch. d. Math. I®, 1907, S. 719.

2 H. HankeL, Zur Geschichte der Mathematik in Alterthum und Mittel-
alter, Leipzig 1874, 8. 260.

? ks sollte S. 729 nicht al fara’id, sondern “lm alfara’id heiflen; der
Ausdruck wiire nicht mit ,gesetzlich festgestellte Bedingung*, sondern, wie in
Haggi Halifa IV, 8. 393, mit ,doctrina hereditates dividendi“, noch kiirzer mit
LErbrecht® zu ibersetzen.

Zur iltesten arabischen Algebra und Rechenkunst. 7

sind leider nicht mitgeteilt, und so ist es nicht verwunderlich, daB
die jiingste Darstellung dieser Dinge auf eine Haufung von MiB-
verstindnissen hinauslauft.!

Es wird weiter unten auf Einzelheiten zuriickzukommen sein.
Auf dieser Stufe der Untersuchung geniigt es, die Tatsache fest-
zuhalten, dab Mubhammad b. Musa eine ,Algebra in unserem
Sinne nicht schreiben wollte, noch geschrieben hat. Sein Buch will
weiter nichts sein als eine auf zahlreiche ausgefiihrie Musterbeispiele
gestiutzte Einfuhrung in das angewandte Rechnen. Obes
diesen in der Einleitung ausgesprochenen Zweck, zur Losung von
Aufgaben aus dem Gebiet des hiirgerlichen Rechnens und der Flichen-
und Korperberechnung anzuleiten, nach unseren Anspriichen ganz
erreicht, ist hier nicht zu erértern; wohl aber sind wir die Antwort
auf die Frage schuldig, wie der Verfasser dazu kam, seinem Werk
einen angeblich so unverstindlichen Titel zu geben.

Wenn wir GinTHER glauben sollen, wiilite man erst ,spiteren
Berichten zufolge“, dak eine Gleichung fiir eingerichtet galt,
wenn auf beiden Seiten ausschliefilich positive Glieder standen,
wiahrend das Wort Gegeniiberstellung dem Weglassen gleicher
GroGen links und rechts entsprach. Auch Cantor (I3, S. 719) und
Hanxew (S. 260, Note**) berufen sich auf die Erklirungen spiterer
arabischer Schriftsteller, und wer will, kann bei Rosen (S. 1801t)
oder NesseLmany (Die Algebra der Griechen, S. 40ff.) Text und Uber-
setzung von Originalstellen nachlesen, in denen eine Erkliarung der
Ausdricke aljabr und almukabalah gegeben wird. Kein Zweifel
kann dariiber bestehen, dak die verschiedenen Ubersetzungen
der beiden Termini eine klare Vorstellung von ihrem mathematischen
Sinn nicht zu geben vermogen. Restauratio et oppositio ist ein ebenso
unklares Begriffspaar wie restoring and comparing (CoLEBROOKE)
oder completion and reduction (Rosen), Wiederherstellung und Gegen-
tiberstellung (Cantor) oder Ergianeung und Ausgleichung, wie ich
oben iibersetzt habe. Gestehen wir aber dem Autor zu, daB wir
ihn ganz gelesen haben missen, ehe wir ihn kritisieren, so bekommen
wir ein wesentlich anderes Bild. Wir begegnen den beiden Aus-

! 8. GinTaER, Geschichte der Mathematik, Leipzig 1908, 8. 204: ,Die sehr
in Einzelheiten sich verlierenden Erérterungen Mobammeds tiber juristische
Arithmetik, bei denen zumal die Erbteilung eine Rolle spielt, miissen sich hier
mit bloBer Erwahnung begniigen. Sie waren zweifelsohne fiir den Kadi und
Anwalt von groflem Werte und dienen noch im XIV. Jahrhundert dem Ibn
Chalddn, im XVII. dem Hadschi Chalfa als Anhaltspunkt fiir eigene Be-
titigung auf dem Felds der Mathesis forensis.*



8 J. Ruska:

driicken zuerst wieder da, wo der Verfasser austithrt, daf bei dem
hisab algabr walmukabalah drei Arten von Zahlen vorkominen,
die als jpx> dudar d.i. Wurzeln, Sl eat amwal d. i. Vermogen,
und 980 Oe ‘adad mufrad d.i. alleinstehende Zahl bezeich-
net werden.! Hieraus ist noch nichts zu entnehmen. Aber schon
Seite 15, am Schluf des theoretischen Teils, der die sechs Normal-
formen der Gleichungen behandelt, wird dem Leser gesagt, daB
jede andereGleichung durch das Verfahren der
Ergianzung und Ausgleichung auf eine der sechs
Normalformen gebracht werden kann: b ) Loz,
ot I eI on Y bl gt Clas (g0 0 Jang
P B waivoy b Kl Ole¥t Der Hinweis wird S. 25 in der
Einleitung zu dem ,Kapitel von den sechs Fragen“ wiederholt, an
der Stelle also, wo der Verfasser zu den ,Textaufgaben“ iibergeht,
deren Ansatz erst noch auf die eine oder andere der Normalformen
gebracht werden muf. Im ersten Beispiel, das in unserer Schreib-
weise zum Ansatz x? = 40x — 4x? fihrt, kommt nur «Ergénzung»
vor. Nachdem der Ansatz abgeleitet ist, wird das Ergebnis aus-
driicklich zusammengefabt: ,,Es ist also ein Vermogen gleich vierzig
Etwas weniger vier Vermogen" und fortgefahren: , Ergénze es nun
durch die vier Vermogen, und fige sie dem einen Vermégen
hinzu QU e 005, Iisadl 8xy,3b 5u2l3), so werden vierzig
Etwas gleich fanf Vermogen; dann ist das einzelne Vermogen gleich
acht Wurzeln”“ usw. Es gehort gewif nur ein mébiger Schiiler-
verstand dazu, hiernach zu begreifen, was mit «Erginzung» gemeint
ist. Der gleiche Ausdruck mit derselben umstindlichen Erlauterung
kehrt im dritten Beispiel wieder. Da aber Rosen an beiden Stellen
reduce it statt complete it Ubersetzt und auch das =00 )L': fa’rdudhu,
das fiir die Reduktion des Koeffizienten der Unbekannten auf 1
verwendet wird, mit reduce it wiedergibt, ist schon hier Verwisrung

1t Ich gebe die Termini auch in Umschrift, weil die Leser, die sich fiir
Geschichte der Mathematik interessieren, mit der arabischen Schrift und Sprache
pur ausnahmsweise Bescheid wissen. In den arabischen Zitaten beschrinke
ich mich auf den Konsonantentext, soweit nicht besondere Griinde die Bei-
fiigung der Vokale oder anderer Lesezeichen notwendig machen. — Das Wort
gudir ist der Plural von gidr, amwal der Plural von mal, mufrad kommt von
farada, farida, abgesondert sein, allein sein, einzig sein, einfach sein. Aus
der letzten Bedeutung erkliirt sich der numerus simplex der lateinischen Uber-
setzung (Lisri, Histoire des Sciences Mathématiques en Italie, 1838, S, 254);
besser witre numerus’ absolutus gewesen.
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in die Terminologie gebracht. Sie wird vollends unheilbar, wenn
nachher das richtige reduce by it, = Juls kabil biki, wofir besser
compare oder balance by it gesagt worden wiire, hinzukommt und
mit complete it auch noch die Operation des 331 7kmal oder plast
itmam bersetzt wird. Auch die Hinweise S. 179 (erster und letzter
Absatz) konnen daran fiir Leser der Ubersetzung nichts indern.

Wie in der zweiten Aufgabe der Sinn des o=l Jw st o)l
wund fihre es zurtick auf ein einziges Vermogen* sich ganz natrlich
aus dem Zusammenhang ergibt!, so liefert die vierte ein Beispiel
fur die Anwendung des ikmal, d. h. der «Vervollstaindigung» durch
Multiplikation, also der Wegschaffung eines Koeffizienten, der ein
echter Bruch ist: ,,So vervollstindige dein Vermdgen, und scine
Vervollstindigung geschieht dadurch, daf du alles, was du hast,
mit zwolf vervielfachst“.? In der funften Aufgabe kommt endlich
auch «Ausgleichung» vor: ,Es sind also finfzig Dirhem und ein
Vermogen gleich neunundzwanzig Dirhem und zehn Etwas; gleiche
nun damit aus (s Js38), und dies besteht darin, daf du
wegwirfst von den funfzig neunundzwanzig, so dal bleibt einund-
zwanzig Dirhem und ein Vermogen gleich zehn Etwas'. In dieser
Weise wird durch das ganze Buch hindurch Aufgabhe
fir Aufgabe erldutert, d. h. es wird der Ansatz ahgeleitet und
jeder Schritt bis zur Losung der Aufgabe vorgemacht und ein-
geprigt. Nur im geometrischen Abschnitt ist keine Gelegenheit,
das zur Auflésung von Gleichungen dienende Rechenverfahren mit
seinen besonderen Ausdricken anzuwenden.

Man wird hiernach gewit nicht mehr behaupten kénnen, dah
Muhammad b. Miusa diese Ausdriicke nirgends erklirt hat, wie
schon bei Rosexn S. 177 zu lesen ist, zumal die verschiedenen
Definitionen aus spaterer Zeit auch nur darauf hinauskommen, die
»Erginzung“ durch ,Hinzufigung® und die ,Ausgleichung“ durch
» Wegnahme gleicher GroBen“ zu ersetzen.® Kein Araber wird den

! Das Beispiel ist 100 = 2§ v, woraus durch Division v = 36.

? Das Beispiel ist % = x + 24, woraus v = 12 x 4 288. Ich schreibe
v statt x2?, um die sprachliche Selbstindigkeit der beiden Termini mal und
schat’ auch in den Zeichen auszudriicken. . ~

? DaB mit solchen Erklirungen hiufig nur das Gegenteil von Klarheit
erzielt wird, sicht man aus der von Rosen an erster Stelle angefiibrten Rand-
note der Handschrift, deren wesentliche Teile ich wenigstens in Ubersetzung
anfilbren will: ,In this branch of calculation, the method commonly employed
i8 the restoring of something defective in its deficiency, and the adding of an
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Ausdruck ,Ergdnzungs- und Ausgleichungsrechnung" miBverstanden
haben, wenn er sich in das Buch eingelesen hatte und im Text
den Imperativen ,erganze“ oder ,gleiche aus“ mit den Anweisungen
zur Ausfihrung der Rechnung begegnete. Daf der Verfasser die
Operationen erst da erlautert, wo er sie zum erstenmal anwendet,
ist ebenso verniinftig und didaktisch richtig, als es zwecklos gewesen
wire, sie schon in dem ,eigentlich theoretischen Teile“ zu erwihnen,
wo gar kein Gebrauch davon gemacht wird.

Die Frage, ob Muhammad b. Misa die beiden Ausdriicke
aljabr und almukabalah als erster angewandt und in die Praxis
der Gleichungen eingefithrt hat, oder ob er damit schon einer festen
Tradition und alten Ubung folgte, wird nur im Zusammenhang mit
der Priifung der gesamten Terminologie und literarischen Form seines
Werkes der Losung ndher gebracht werden kénnen. So viel kann
jetzt schon gesagt werden, daf wenn bereits eine Tradition bestand,
sie auf arabischem Sprachgebiet nur innerhalb der Praxis des
Geschiftsrechnens gesucht werden kann. Zeugnisse, die élter
wiren als die Algebra des Muhammad b. Musa, sind aber bis
jetzt nicht bekannt, und so werden wir vorliufig wenigstens mit
der Méglichkeit rechnen, daB er selbst bei der Bearbeitung seiner
Quellen jene anschaulichen Wendungen an die Stelle der abstrak-
teren Terminologie der Griechen und Inder gesetzt hat.

amount equal to this restoration to the other side, 80 as to make the completion
(on the one side) and this addition (on the other side) to face (or to balance)
one another.*

Da ich darauf aufmerksam gemacht werde, daB auch die Erklirungen
bei Cantor (I3, S. 719) unklar seien, und Troprke (Geschichte der Elementar-
mathematik I, S.152) modernisierend dschebr als ,Hiniiberschaffen negativer
Glieder auf die andere Seite der Gleichung*, mukabala filachlich als , Vereinigen
gleichartiger Glieder auf beiden Seiten zu einem Gliede* bezeichnet, will ich
versuchen, die vier Operationen, durch die jede Gleichung ersten Grades gelost
wird, aus der Anschauung der Araber heraus an einem Zahlenbeispiel zu er-
liutern. In der Gleichung 13 x — 5 = 7 x + 4 ist die linke Seite ,unvollstindig*,
da sie ein ,subtraktives® oder ,fehlendes® Glied enthilt. Sie mufi also ein-
gerichtet, vervollstindigt, erginst werden, wie ein gebrochenes Glied eingerichtet,
ein fehlendes erginzt wird. Der Araber weil nichts vom ,Hiniiberschaffen*
eines negativen Glieds oder vom ,Ordnen* der Gleichung; er sagt ,erginze
mit finf*. Die ,Vergleichung* der beiden Seiten 13 x = 7 x 4 9ergibt dann
einen Uberschufl von 7x, der weggelassen werden kann; also ,gleiche mit dem
Uberschuf 7 x aus“. Die resultierende Gleichung 6 x = 9 muf jetzt noch auf
1x = 1} ,zurickgefiihrt*, in Fillen wie § x =6 zu 1 x = 8 ,vervollstindigt*
werden, damit man den Wert der Unbekannten erhilt.

Zur altesten arabischen Algebra und Rechenkunst. 1

Der allgemeinste aus einer Textaufgabe zu gewinnende An-
satz fiihrl zur Gleichsetzung zweier Ausdriicke, die durch Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division bekannter und unbekannter
GroBen entstehen. Durch eine hinreichende Anzahl von Umformungen
erhilt man schlieBlich zwei Ausdricke, die die bekannten und un-
bekannten Glieder nur noch in additiver und subtraktiver
Verbindung enthalten. Von dieser Form geht Diophant aus,
wenn er an einer oft genannten Stelle des ersten Buches der
*ApidunTik sagt: v dé mwg &v omotépw évumdpxn i év dugotéporg
&v eelyeai va €fon, dence (1) mpoodeivar Td Aeimovra eidn
év duoTéporg Toig népecty, éwg av éatépwy TOV peEpRV Td
€idn évumdpyovta yévntan, kai wahv (2) dpelelv T4 Gpota Gmo TV
dpoiwv, &wg &v éxarépw TAV pepdv v eidog kataheipdi (ed. TanNERY
I, S. 14). Die erste Umformung wirde arabisch xaslill (alixY1 80y
(o#0)) (uidesdt e heifien; sie wird kurz und biindig mit
dem Wort Ut al-gabr, die ,Erginzung®, bezeichnet, das sonst das
Einrichten von Knochenbriichen bedeutet. Die andere Operation ist
Xplaalt olilt (bliwl) Bde; sie heift ebenso anschaulich al-
mukabalah, d. h. die ,Kompensation® oder ,Ausgleichung“.! Zu diesen

beiden wichtigsten Operationen kommt dann noch :;_,Ji al-radd, die
»Zuriickfiihrung* des Koeffizienten der Unbekannten auf 1, wenn
er groBer als 1 ist, und MY al-ikmal, die ,Vervollstindigung*,
wenn der Koeffizient ein echter Bruch ist.

Dies ist der Tatbestand, den wir in der altesten Algebra vor-
finden. Wenn Carra pE Vaux in seiner Notiz Sur le sens exact du
mot ,,al-djebr (Bibl. Math., 2. Folge, Bd. 11, 1897, S. 1, 2) darauf
aufmerksam gemacht hat, dab al-djebr ,n’est pas toujours opposé
au mot al-mukdbalah, comme on pourrait le croire d’aprés le titre
de I'ouvrage d’ Al-Kharizmi®, sondern dak man es auch im Gegensatz

! Auch das Kollationieren von Handschriften und die Opposition, also

das Gegeniibertreten von Sternen wird durch diesen Ausdruck bezeichnet. .

Nur das Arabische besitzt unter den in Frage kommenden Sprachen die
Fihigkeit, das Verhiltnis der Wechselseitigkeit durch besondere Verbalformen
auszudriicken; die Terminologie erlangt dadurch und in Verbindung mit dem
Gebrauch der Duale in vielen Fillen eine uniibertreffliche Klarheit und Kiirze.
So wird z. B. der 8atz ,Je zwei Gerade schneiden einander, so dafl die beiden
an ihnen einander gegeniiberliegenden Winkel einander gleich sind*, durch die
7 Worte olystluzs fgn bl oo 6 (uablize (pbs S ausgedriickt, von denen
almutakabilatan ,die beiden einander gegeniiberliegenden* die reziproke Form
von kabala darstellt,




12 J. Ruska:

zu dem Wort el-hatt (La=\f) angewandt finde, so beweisen die aus
Autoren des 14. Jahrhunderts beigebrachten Belege nichts fir die
urspringliche Anwendung der Termini.

Bei jenmen Autoren — es handelt sich um die Arithmetik
des Taki eddin el-Hanbali, uber den nach H. Surer (Die
Mathematiker und Astronomen der Araber und ihre Werke, Ab-
handlungen z. Gesch. d. math. Wiss., Heft X, S. 199) nur fesisteht,
daB er vor 1410 lebte, und um eine Schrift des Ibn el-Ha’im,
der 1355—1412 gelebt hat (Surer a. a. O., S. 171) — ist von
einem Verfahren zur Auflgsung von Gleichungen iiberhaupt nicht
die Rede. Es werden die beiden Operationen der Addition und
der Multiplikation den beiden Operationen der Subtraktion und der
Division gegeniibergestellt und jene, da ihre Ausfithrung zu einer
grofieren Zahl fihrt, als dabr, hier also wohl ,Auffillung® oder
, Vermehrung*, diese, da ecine kleinere Zahl herauskommt, als hatt,
d. i. ,Erniedrigung® oder ,NachlaB“ bezeichnet. ,Es ist jabr, wenn
man sagt, um wieviel muft du 10 vergroBern, um 17 zu erhalten,
oder womit muBt du 10 vervielfachen, um 17 zu erhalten; es ist
ha¢t, wenn man sagt, durch wieviel mufit du 10 teilen, oder um
wieviel mufit du 10 verkleinern, um 7 zu erhalten.* Wenn Carra
pE Vaux diese in der élteren Literatur unbekannten Zusammen-
fassungen mit den modern gedachten Satzen wiedergibt: 11 est
donc clair que le djebr c'est I'opération exprimée par les deux
équations a+x=b, a.x=b et que le hatt, c'est I'opération
qu'expriment ces deux ci: a—x = b, a :x =b*, und daran den Schlub
kniipft, ,,comme ces quatre opérations sont les plus simples possible
de l'algébre, on doit croire que tel est bien le sens primitif des

deux mots", so vermengt er nicht nur ganz verschiedene Dinge, -

sondern stellt die geschichtliche Entwicklung geradezu auf den Kopf,
indem er weiterhin behauptet: ,,Le mot djebr dont nous venons
d’indiquer le sens primitif, a ensuite servi a désigner un nombre
indeterminé de questions diverses, parmi lesquelles six sont
fondamentales, selon Al-Kharizmi...; le mot hat{, devenu
impropre 4 cause de la complication des problemes, a disparu
devant le mot mukdbalah.* Mit den sechs Normalformen der
Gleichungen, auf die Canra pE Vaux anspielt, und mit dem angeb-
lichen Verschwinden des Wortes mukabalah haben die Gegensitze
dgabr und kaft schlechterdings nichts zu tun.
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Auch der Versuch Ropers, das Wort > gabara im Sinne
von «bereichern» zu deuten (J. As., 7. S., Bd. XI, 1878, S. 38), diirfte
kaum Anklang finden, zumal die aus Frevrac angezogene Bedeu-
tung post paupertatem ditavit (amicum) nach den arabischen Lexiko-
graphen ebenfalls auf das Wiederherstellen eines gebrochenen Arms
zuriickgeht. Naher lige die Bedeutung «auffillen, nachfillen, er-
setzen, die bei Dozy belegt ist (JUf wans o0 109 a3, er ersetate dies
aus der Schatzkammer); doch ist auch das eine abgeleitete Bedeutung,
und es liegt kein Grund vor, die von sprach- und sachkundigen
Arabern selbst gegebene Deutung des Wortes aljabr durch eine
andere zu ersetzen.

Fir die weitere Geschichte des Wortes ,Algebra“ ist es von
Interesse, daB es schon bei den Ihwan as-safa, also um das
Jahr 1000, ohne den Begrilf mukabalal zur Bildung des Wortes
»Algebraiker® gebraucht wird; denn die Abhandlung tiber die Zahl,
die erste der 56 philosophischen Abhandlungen der Briider, enthilt
(ed. Bombay 1, 8. 37) einen Abschuitt wluaSully ;dandly Oolt 3
Laslmay LU (ga (o pmigadly (geaasdt shasiiney Loy, Uber die
Multiplikation und die Wurzel(n) und die Kuben und was die
Algebraiker und die Geometer anwenden von den Ausdriicken
und ihven Bedeutungen. Sollte der Abschnitt aber eine jiingere
Interpolation sein — ich kann meine Bedenken allerdings nicht
mit zwingenden Griinden verfechten —, so ist der rein technische
Gebrauch des Wortes jedenfalls spiitestens bei ‘Omar al-Hajjam
(gest. 1123) sichergestellt. Denn nachdem er in der Einleitung die
sana‘at aljabr walmuldbalah, die ,Kunst® oder Technik der Er-
gidnzung und Ausgleichung definiert hat (ed. Worrcke, S. 4), spricht
er weiterhin schlechtweg von den ,Losungen der Algebra®, istih-
ragat aldabr, und von den Biichern und den Gepflogenheiten der
Algebraiker (S. 4, 5, 7).

Endlich ist einer Erweiterung des Begriffs aljab» zu gedenken,
die sich bereits im Rechenbuch des Alkarhi (gest. um 1030) vor-
findet. Sie besteht darin, daB Alkarhi auch die Wegschaffung von
Briichen, also das, was Muhammad b. Muisa als ikmal bezeich-
net, unter den Begriff gabr subsumiert (Cod. Gotha 1474, Bl. 542;
Hocuuem, Al Kafi fil Hisab, IIL Teil, S. 10): Wenn sich auf einer
der beiden Seiten der Gleichung eine «Ausnalime» istitna, d. h. eine
subtraktive Grofe befindet, muf man auf dieser Seile die gleiche
Grofe hinzufigen, damit das negative Glied (Listwd) 1aged lafz al-
istitna, der Ausdruck der Ausnahme) verschwindet, und auf der
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andern Seite muB man ebensoviel hinzufiigen, damit die Gleichheit
erhalten bleibt (}olelf &ud); dies ist Erginzung algabr. Aber
sie findet auch noch in anderer Weise statt. Wenn
namlich eine der beiden Seiten durch eine Zahl (s mikdar,
Betrag) dividiert ist, so wird der Ausdruck der Division unter
Wahrung der Gleichheit dadurch zum Verschwinden gebracht, dafs
man alles, was man hat, mit dieser Zahl multipliziert. Dies alles
geschieht, um das Unbekannte dem Bereich des Bekannten zu nahern
und seinem eigenen Bereich fernzuriicken. Alle diese Opera-
tionen gehoren zur Ergdnzung, bis die Aufgabe in den Bereich
der Ausgleichung mukabalah gelangt, d. h. zur Beseitigung der (der
Unbekannten) beigesellten Grofien.

Man erkennt aus dem Wortlaut deutlich die urspringliche An-
wendung und die sekundire Erweiterung des Begriffs. Wenn daher
Ibn Haldan (1332—14006) in seiner Mukaddama bei der Erklirung
von algabr walmukabalah (ed. Beirut 1886, S. 422) den Satz schreibt
s s ‘_5_'.:>J..v...§5$ RS Lewd Lo (o ey ,wund sie richten ein,
was darin von Gebrochenem ist, so daf es ganz wird", so hat er
die Hauptsache @bersehen und sich vom nichstliegenden Wortsinn,
also dem ,Einrichten® eines gebrochenen Glieds, zu einer mangel-
haften Definition verleiten lassen.

II. Das Liber augmenti et diminutionis und das kitab
algam’ waltafrik.

Es ware nicht notwendig gewesen, so lange bei dem Titel der
Algebra zu verweilen, wenn nicht von der Deutung der Termini
das Verstindnis der ganzen Entwicklung der Mathematik abhinge,
und wenn nicht schon in den Titeln der mathematischen Schriften
ein Stick Geschichte enthalten wire. Ich denke hierbei natirlich
auch an das von Lisri 1838 im ersten Band seiner Histoire des
Sciences Mathématiques en Italie S. 304 ff. veroffentlichte Liber
augmenti et diminutionis und die Vermutungen, die iber den
Inhalt einer Schrift des Muhammad b. Musa gedukert worden
sind, von der uns nur der Titel Lyfdf, &?ﬁf DS Kitab algam
waltafrik berliefert ist (Cantor 'S, 627, I* S. 687, I3 S. 730). Hier
liegen Schwierigkeiten, um deren Klirung und Beseitigung man seit
Jahrzehnten bemiiht ist. WoEepcke scheint der erste gewesen zu sein,
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der den arabischen Titel fi'ljam‘ wallafrik dem liber augmenti
et diminutionis gleichsetzte (J.As., 6. S., Bd. I, 1863, S. 514):
»J ajouterai que je trouve dans le Fihrist la mention de deux traités
«de l'augmentation et de la diminution» ngﬂidi, t.éﬁi &
c'est a dire de la régle des deux fausses positions, par Send Ben
Ali et par Sinan Ibn Alfath, précisément les mémes qui avaient
écrit aussi . . . des traités de calcul indien . . .“ KEs ist jedoch
hochst zweifelhaft, ob man diese beiden Titel miteinander identi-

fizieren darf, denn ,Vermehrung® heifit arabisch nicht s> gam’,

und ,Verminderung® heifit nicht (§2;%5 fafitk. Liber au;menti et
diminutionis wirde arabisch (waiidly 0531 OGS kitab alzijadah
walnuksan heiBen, wihrend ein kitab flgam’ waltafrik etwa mit
Jdiber de aggregatione et dispersione’ zu tbersetzen wiire. Das
Verfahren der Vermehrung und Verminderung ist bekannter unter
dem Namen der Regel der ,zwei Fehler” (reg. elchatayn = .=t
alhata’ain) oder des doppelten falschen Ansatzes, auch als ,Regel
der zwei Wagschalen“. Cantor hat in seinen Vorlesungen (I3, S. 731)
das erste Beispiel aus dem Liber augmenti et diminutionis, worin
der Sinn der Bezeichnung erliutert wird, in deutscher Ubersetzung
mitgeteilt; den Wortlaut des arabischen Textes kann man leichter
nach der alten lateinischen Ubersetzung verfolgen. In einem spiiteren
Kapitel dieser Ubersetzung (Liri a. a. O., S. 324) wird die Methode
ausdriicklich Capitulum numerationis ejus secundum augmentum et
c.i.iminutionem, d. i laidly 5oLl mlwe> Ob genannt, in der
Uberschrift und am Anfang des Buches heifit sie auch numeratio
divinationis, also ,Rechenverfahren des Erratens“, was eine freie
Wiedergabe der indischen Bezeichnung ,Verfahren mit der an-
genommenen Zahl* zu sein scheint. Die stets wiederkehrenden
Wendungen errasti per ... addita oder cum ... additis, errasti
per ... diminuta oder cum ... diminutis (ich habe an die Stelle
des Zahlworts Punkte gesetzt) entsprechen arabischem sxdl. wlhs
bezw. &uaslis iz und konnen nicht durch xsslsy oderixr.ﬁ?\q
bezw. Xbsies ausgedrickt werden. Voll bestitigt werden diese
Riickiibersetzungen und kritischen Bedenken durch Beha eddins
sEssenz der Rechenkunst* (ed. NesseLmany, Text S. 26), in der
sich bei der Erlauterung der Methode der zwei Fehler der Ausdruck

.
findet baits o) s0biss Wbt 0, wa'in apta’a bizijadatin au nuksanin,
was NEsseLMANN etwas frei mit ,wenn es aber abweicht nach einer
oder der anderen Seite (um plus oder minus)* iibersetzt: lateinisch
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wire es et si erravit per augmentum aut diminutionem gewesen.
Auch die in letzter Zeit von Surer in Ubersetzung mitgeteilten
arabischen Abhandlungen tiber die ,Regel der zwei Fehler* (Bibl.
Math., 3. Folge, Bd. 8, 1907/8, S. 24 und Bd. 9, 1908/9, S. 111 ff.)
geben keinen Anhalt dafir, daB das Verfahren mit den Worten
algam’ waltafrik bezeichnet worden wiire.

Einen letzten Beweis fiir die Verschiedenheit der beiden Titel
kann man daraus ableilen, daf der Mathematiker Abn Kamil
Suga® b. Aslam sowohl ein Buch ,iiber die zwei Fehler®, als eines
{iber gam' und tafrik verfafte. Allerdings hat Suter (Zeitschr. f. Math.
u. Physik, Suppl. z. 37. Jahrg., 1892, S. 70) mit Hilfe einer Konjektur
— Finschiebung von &) s ,es wird auch genannt® — beide zu
einem einzigen zusammenschweifien wollen, aber”das geschieht doch
nur Woepckes Ubersetzung zuliebe und hat darum keine Beweis-
kraft. Solange nicht aus dem Inhalt noch zu entdeckender Werke
oder mit anderen zwingenden Grinden nachgewiesen ist, daf die
beiden Titel gleichbedeutend sind, wird man das Gegenteil als richtig
oder wahrscheinlich annehmen mussen.

Was kann aber nun in einem Werke tiber gam* und tafrik
enthalten gewesen sein? Daf es sich um irgendwelche Kapitel der
Rechenkunst oder der Algebra handelt, ergibt sich zweifellos
daraus, da der Titel stets in Verbindung mit Schriften arithmetischen
Inhalts erwihnt wird. Nun ist die nachste Bedeutung von gam’
die der ,Vereinigung® oder ,Summation“. In diesem Sinne wird
gama‘a nicht weniger als viermal in dem obenerwihnten ersten
Beispiel angewandt: Aggrega ergo ..., postquam ergo aggregasti . . .,
quod aggregatum est . . ., deinde aggrega ... Es wird also sprachlich
ein Unterschied gemacht zwischen dem ,Hinzufigen und ,Ver-
mehren“ und der ,Vereinigung® gegebener Zahlen zu einer Summe.
Nun ist in der Algebra des Muhammad b. Musa der Addition und
Subtraktion verschiedener Arten von Grofen, die in den Gleichungen
vorkommen, ein besonderes Kapitel gewidmet, das im Original mit
sy eIt b bab algum’ walnuksan, in der alten lateinischen
Ubersetzung mit Capitulum aggregationis et diminutionis iberschrieben
ist. EnestroM vermutet daher (Bibl. Math., 3. Folge, Bd. 8, 1907/8,
S. 184) in der Schrift oder den Schriften, die den Titel fi'lgam’
waltafrik fithren, Erweiterungen des Capitulum aggregationis et
diminutionis. Die Moglichkeit ist nicht von der Hand zu weisen,
daB es sich um solche Additionen und Subtraktionen handelt. Un-
sicher bliebe die Vermutung aber auch dann, wenn der Nachweis
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gefithrt wurde, daB tafrik und nuksan schon in ilterer Zeit gleich-
bedeutend fiir einander gebraucht werden. Denn wir haben keinerlei
Anhaltspunkte dafiir, daf dieses Kapitel von irgendwem, geschweige
schon von Muhammad b. Miisd in erweiterter Form auBerhalb
des Rahmens der Algebra behandelt worden wire.

Die alten Lexika der Araber wissen nichts von ¢afrik im Sinne
von «Wegnalme» oder Subtraktion. Der zweile Stamm des Verbums
%% faraka, von dem das Verbalnomen tafrik gebildet ist, hat stets
nur die Bedeutung ,in Stacke zerlegen, trennen, zerstreuen, in
Unordnung bringen“, niemals die von ,wegnehmen® oder ,ver-
mindern“. Die Verbindung von gam’ und tafrik wird also eher
den Gegensatz von Sammlung — Zerstreuung oder von Ver-
einigung — Trennung ausdriicken. Einen solchen Gegensalz
finde ich auf dem Gebiet der Algebra nur in dem Kapitel
von der Klammerrechnung. Auch diese ist von Muhammad
b. Musa in seinen Elementen behandelt, wenn er zeigt, wie Summen
und Differenzen zu multiplizieren sind, und es wire maoglich, dal
man daraus ein besonderes Kapitel gemacht hat. Die Ausdriicke
dissolutio und compositio allerdings, die in der Jateinischen Uber-
setzung des Euklidkommentars von Annairizi aultreten (M. Currzg,
Anaritii Comm. ad Eucl. S. 89, Canror I3 S. 387) und als Klammer-
auflésung und Absonderung in unserem Sinne gedeutet
werden konnten, lauten im arabischen Original'! k=it Uj,-:;b
tarth altahlil und <5 538 (3255 tarth altarkib, d. i pédodog dvoahu-
Tk und pédodog ouvdetiky. Da jedoch in dem Zahlenbeispiel, das
Annairizi zur Stelle gibt, Summation mit &+ und Summe
mit ¢ s+ magma’, das Vereinigte, wiedergegeben wird, so konnte
als Ausdruck der ,Zerlegung® neben dem 3 kasama des Textes,

das sich auf die Teilung in zwei Teile bezieht, auch '.'.:.5 und (§5545
taff'ﬂc (fir eine Zerlegung in zahlreiche Teile) in Fxgge komm;n.
Rein sprachlich besteht fir diesen Erklarungsversuch jedenfalls keine
Schwierigkeit; sachlich spricht aber wie bei der Enesrromschen
Hypothese der Umstand gegen iln, daf es nicht moglich ist, eine
selbstindige Behandlung der Klammerrechnungen in der mathema-
tischen Literatur der Araber nachzuweisen.

1 T -

BE:?THORN et Hemerg, Euclidis Elementa ex interpretatione al-Hadsch-

dschadschii cum commentariis al-Narizii, Pars I1, fase. 1, 1905, 8.8, 10 u. 6.
Sitzungsberichte der Heidelb. Akademie, phil.-hist, K1, 1917. 2. Abh. 2
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Die beiden Fragen der Bedeutung des Titels und der Identi-
fikation des Werks mit anderweit bekannten Schriften Mubammad
b. Masas, die bis zu diesem Punkte hatten unentschieden bleiben
miissen, finden nun durch Beiziehung der von Boncompaeni 1857
herausgegebenen Abhandlung ,Algoritmi de numero Indorum*
eine ebenso tiberraschende wie einfache Losung.! Man braucht nur
den ersten Absatz der Schrift zu Ende zu lesen, um sie zu finden.
Der Text lautet:

Dixit algoritmi: laudes deo rectori nostro atque defensori
dicamus dignas, que et debitum ei reddant, et augendo, multipli-
cent laudem, deprecemurque eum ut nos dirigat in semita recti-
tudinis et ducat in uiam ueritatis, et ut auxilietur nobis super
bona uoluntate in his que decreuimus exponere ac patefacere de
numero indorum per .x. literas, quibus exposuerunt uniuersum
numerum suum causa leuitatis atque abreuiationis, ut hoc opus
scilicet redderetur leuius querenti arithmeticam, id est numerum tam
maximum quam exiguum, et quicquid in eo est ex multiplicatione
et diuisione, collectione quoque ac dispersione et cetera.

Hier bezeugen die Worte ex collectione ac dispersione mit
voller Sicherheit arabisches d,gjs'zx}s, C‘S‘“ oA min algam’ waltafrik,
der Zusammenhang mit ex multiplicatione et divisione zeigt, dab
die Worte im Sinne von Addition und Subtraktion ge-
wohnlicher Zahlen zu verstehen sind, und das Auftreten der
beiden Termini am Anfang der Abhandlung beweist, dab das
geheimnisvolle kitab algam’ waltafrik des Muhammad b. Musa
al-Hwarazmi nichts anderes ist als die Abhandlung de numero
Indorum, d.i. sein Buch iber das Rechnen mit indischen
Zahlzeichen. Der urspriingliche Titel der Schrift kann kitab
algam waltafrik bikisab alhind gewesen sein, Muhammad b. Musa
hatte danach in gleicher Weise die zwei grundlegenden Rechen-
operationen zur Kennzeichnung seiner Rechenanleitung bendtat,
wie er von den bei der Auflosung der Gleichungen auftretenden vier
Operationen die beiden wichtigsten fiir den Titel seines zweiten

1 Ich muBte mir die ‘Trattati d’aritmetica, deren erstes Heft von der ge-
nannten Abhandlung gebildet wird, einer ganz anderen Frage wegen hierher
kommen lassen, nachdem die voranstehenden, mit einem ‘non liquet’ endigenden
Untersuchungen schon abgeschlossen waren. Es schien mir zweckmifig, sie
unveriindert aufzunehmen, weil nichts deutlicher die Unsicherheit allgemeiner
Erwigungen und die Schitesigkeit literarischer Beweisfilhrung zeigen kann
als dieses Beispiel.
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Werkes verwandte. Aus dem vollstindigen Titel konnen dann schon
in arabischen Handschriften durch naheliegende Vereinfachung die
Titel kitab algam’ waltafrk und kitab alkisab alhinds entstanden sein,
die der Fihrist nebeneinander erwihnt, und von denen der letztere
in Algoritmi de numero Indorum fortlebt. Das gleichzeitige Vor-
kommen der Titel bei spiteren Mathematikern erklirt sich aber
ganz einfach daraus, daB die Schrift Muhammad b. Musas in
zwei natirliche Abschnitte zerfallt, einen ersten Teil, der die Dar-
stellung des indischen Ziffersystems gibt — das ist alhisab alhind:
oder kisab alkind — und einen zweiten Teil, der das Rechnen mit
den indischen Ziffern behandelt — das ist algam’ waltafrik. In
der Ausgabe von BoNcompaeNt beginnt der zweite, praktische Teil
der Abhandlung auf S. 8 mit den Worten: Cum uolueris addere
numerum super numerum, uel minuere numerum de numero, pone
utrosque numeros in duobus ordinibus. Es ist leicht zu verstehen, daf
spéitere Autoren aus diesen zwei Abschnitten zwei besondere Biicher
gemacht haben; andere werden Muhammad b. Masa gefolgt sein
und das Ganze des Rechnens bald unter dem einen, bald unter dem
anderen Titel behandelt haben.

Nachdem nunmehr auf Grund der lateinischen Ubersetzung
des Rechenbuchs von Muhammad b. Misa einwandfrei fest-
steht, dab das Begriffspaar dam’ — fafrik Addition und Subtraktion
bedeuten kann, haben wir uns dariiber Rechenschaft zu geben,
wie diese spezialisierte, aber iiberraschend frith auftretende technische
Bedeutung von fafrik aus dem Gegensatz collectio— dispersio heraus
entstanden ist. Wir finden zunichst einen Fingerzeig far die Ent-
wicklung des Begriffs an einer Stelle der ersten Abhandlung der
Il.)wﬁn ag-safa, in der das Rechnen schlechthin als Ver-
einigung und Trennung der Zahl definiert wird: Clwsi L,
adty &y S > s (ed. Bombay I, S. 23). Hier haben wir noch
die ganz allgemeine Bedeutung der beiden Termini. Wie sich daraus
weiterhin die technische Bedeutung entwickeln mufite, verraten uns
die Ausfihrungen Ibn Haldins tber die Rechenkunst, die
wir nach der Beiruter Ausgabe von 1886 (S. 421) folgen lassen:
ez & pade Belio 9 Gl delio ool wle E7 o
et 40, Oof 330 ofowedt & R aall Gidly el OtosM
(Bl pall 49 100, S ooe ol=l oo Cielal Canmaill,
oSt Ko omay Oe ph OOe K5t Qe of 330 Lab ofowedt & oyeX badf

o
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42, hama Lgine 9K5 Eplawia izl o0e Jaati ’C/'hn 59,
:5 KRR Uﬁ ..\AS\»:.‘H Lf UJ.QIJ’D (uch 1A UL)/ S_,,.., Kol
,u\S\‘ L5 OJ 1~‘) (m.aﬂ-l ’)KJ 65\)‘5 e r»ﬁi

,Und zu den Zweigen der Wissenschaft von der Zahl gehort
die Kunst des Rechnens, und zwar ist sie eine wissenschaftliche!
Kunst im Zahlenrechnen durch die Vereinigung aldamm und die
Trennung altafrik. Die Vereinigung aldamm findet statt an den
Zahlen in der Vereinzelung?, und das ist die Addition algam’,
und mittels der Verdoppelung (Wiederholung), indem man eine
Zahl gemib den Einheiten einer andern Zahl verdoppelt (wiederholt),
und das ist die Multiplikation aldarb. Und die Trennung
altafrk findet ebenfalls statt entweder in der Vereinzelung® wie bei
der Entfernung izalah einer Zahl von einer Zahl und der Kennt-
nis der (des) Bleibenden albak7, und das ist die Subtraktion altark,
oder der Zerlegung tafsil einer Zahl in gleiche Teile, deren Zahl
bestimmt ist, und das ist die Division afkismah. Und in gleicher
Weise geschieht diese Vereinigung und Trennung an ganzen Zahlen
oder Briichen . . . und ebenso geschieht es mit der Vereinigung
und Trennung an den Wurzeln . . .%

Hiermit liegt die terminologische Begriffsentwicklung zutage.
Der Begriff der Zerlegung umfaft sowohl die Wegnahme eines be-
lichigen Teils wie die Zerfillung einer Zahl in gleiche Teile. Das
Wort tafrik wurde aber schon frithe im engeren Sinne verwandt,
ohne dafi diese Spezialisierung auf das Verbum farraka selbst dber-
griff. Auch Alkarhi gebraucht das Wort tafrtk nur zweimal in
seinem Rechenbuch, einmal als Kapitelitberschrift bei der Subtrak-
tion algebraischer Ausdriicke, ein anderes Mal in der Verbindung
aljam’ waltafrih walzijadah walnuksan (a.a. O. Bl. 54%); far das
Subtrahieren selbst bedient er sich des Wortes i alla (Cod.
Gotha 1474, Bl 522: jfodia .ge foie S f wol 13 (FasRdt
KA o* uwiz= I wasill). Dasselbe gilt von Beh a eddln s Rechen-
buch, in dem alfafrik in der Uberschrift S. 7 und S. 20 auftritt,
withrend im Text allenthalben _aii nakasa angewandt wird.

Mit unnachahmlicher Kiirze driickt der Kommentar zu Ibn
al-Ha’'ims Ol pe B et alluma’ fi “ilm alkisal (Cod.

1 QuatreMire liest (Not. et extr. XVIIL 1, 8. 95) ddee iclis, De SLaNE
iibersetzt daber «rt pratique. Der Beiruter Text ist richtig.

2 Ich iibersetze b’lifrad wegen des nachfolgenden bi'ltad'if; man konnte
auch bP’lafrad «mit den einzelnen» lesen.
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Gotha 1483, Bl. 2%) den von Ibn Haldun erliiuterten Gedanken
aus, wenn er sagl: o xally t&u’ S 2ty Kaiilly ...I’.ﬁb ROVEENID)
,Die Auflosung altahltl ist wie die Subtraktion und die Division,
und die Zusammensetzung altarkid ist wie die Addition und die
Multiplikation.“ Hier haben wir die Ausdricke, die Annairizi
zur Ubersetzung von avdluoig und oOvdeoig verwandte. Es bedarf
kaum des Hinweises, daB auch die von Carra bE Vaux nach Ibn
al-H&’im angefilhrten Termini dlgabr — alhatt als Synonyme zu
algam* — altafrik zu betrachten sind.!

Einer weiteren Anwendung des Terminus ¢aklil begegnen wir
bei den Ihwan as-safa, wo vom Wachsen und Abnelimen der
Zahlen die Rede ist. Wenn es hier (ed. Bombay I, S. 23) heibt:
A 138 w38 S8t ) Ll 1A ded ol & oot Juks Ll
Kadlas i RN TSN L5Su$ J3fy R i Xl a.m:.” o

. ,Und was das Auflosen taklil der Zahl nach der Eins hin
betriift. so geschieht es nach diesen Beispielen, indem ich sage, daB,
wenn von 10 eins weggenommen wird, 9 bleibt, und wenn von
9 eins abgeworfen wird, 8 bleibt usw. — so sieht man leicht,
daB das Verbum #halla in einer Weise Anwendung findet, die den
Keim zu der gleichen Einengung des Begriffs wie bei tafr#k in sich
trug. Der Sprachgebrauch hat aber nur far tafrik, nicht fir tahlsl
die Bedeutung «Subtraktion»> zu allgemeiner Geltung erhoben.

lll. Die Regula Sermonis.

Ich schlieBe an diese Erorterungen noch eine Bemerkung
iber das in dem Liber augmenti et diminutionis gelehrte Um-
kehrungsverfahren, das durch Canror (13, S. 732) ,unter dem
sonderbaren Namen der Wortrechnung, regula sermonis'* in die
Geschichte der Mathematik eingefithrt worden ist. Die Textstelle,
auf die es ankommt, lautet (LiBrt S. 312): ,Quedam vero harum
questionum investigantur secundum regulam que vocatur infusa.
Et ipsa est regula Job filii Salomonis divisoris... Ex eis vero est
eius sermo qui dizit ... Incipe igitur cum questione ab eius
postremitate, et dic....“ Und weiterhin S. 313: ,Et modus regule
sermonis eius est....“ Zunichst ist klar, daB man das sinnlose
infusa durch inversa zu ersetzen hat. Von hochstem Interesse ist

1 Vgl. oben S. 12. Aus dem Zitat bei Carna pE Vaux geht nicht hervor,
welches der Werke von Ibn al-Ha’im unter «Arithmétique» gemeint ist.



22 J. Ruska:

weiter, daf das Verfahren auch die Regel des Erbrichters oder
Testamentsvollstreckers Ajjab b. Sulaiman genannt wird — denn
so ist das Wort divisor nach einer Randnote der Handschrift ,,Dicitur
divisor qui res a defuncto relicta(s) partitur, [et] hoc apud Arabes*
zweifellos zu ibersetzen. Wir erblicken darin eine Bestitigung der
Vermutung, dab die Rechenkunst und die Kunst der Gleichungs-
auflgsung nicht nur bei den Astronomen, sondern ganz besonders
auch bei den Notaren und Rechtsgelehrten eine Pflegestitte gefunden
hat. Waren uns von Haggi Halifa (Bd. IV, S. 398) mehr als
die drei Worte (spesdl sl vl fara’id Agjub al-Basri iber-
liefert, so konnte die Annahme, daf dieser Ajjub der Job filius
Salomonis ist, auf ihre Berechtigung gepriift werden. Svurer sucht
(Bibl. Math., 3. Folge, Bd. 3, 1903, S. 350) den Job wie den Ver-
fasser des Liber augmenti et diminutionis unter den spanischen
Gelehrten des 10. und 11. Jahrhunderts. Nach ihm kénnen zwei
Eijub b. Soleiman in Betracht kommen, die sich mit Erbteilungen
befaBiten; die grofere Wahrscheinlichkeit spreche fur Abu Salih
Eijub b. Soleiman aus Cordova, der 914 starb. Eine Entscheidung
zwischen beiden Vermutungen wird erst moglich sein, wenn der
vollstindige Name des Basrensers oder der Autor Abraham
selbst feststeht, der das Buch ,,compilavit et secundum librum qui
Indorum dictus est composuit®. Auch wenn sich, wie SuTER spater
in einem Vortrag auf dem IIL Internationalen Mathematikerkongref
zu Heidelberg 1904 (vgl. Verhandlungen S. 558) nachzuweisen ver-
suchte, der Agypter Abu Kamil Suga’ b. Aslam hinter dem
Namen Ibrahim verbergen solite — eine Vermutung, die mit guten
Granden gestiitzt wird und noch dadurch an Interesse gewinnt, daB
es gerade dieser Autor ist, der im Fihrist als Verfasser eines
kitab aljam’ waltafrik wie eines kitab alpata’ain bezeichnet wird
(Fuicen, Kitab al-Fihrist, Bd. I, S. 281) — wiére der Bagrenser
als erster arabischer Schriftsteller, der das indische Umkehrungs-
verfahren in die Technik der Gleichungen eingefiithrt hatte, in Er-
wigung zu ziehen.

Wenn aber nun CaNTor a. a. O. behauptet, dab dieses Verfahren
bei den Arabern den sonderbaren Namen der Wortrechnung
gefiihrt habe, so zeigt ein Blick in den lateinischen Text und die
Rickiibersetzung ins Arabische, daB diese Behauptung auf einem
MiBverstandnis beruht. Es heit im Text nicht regula sermonis,
sondern regula sermonis eius, und das ist weiter nichts als die
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wortliche Wiedergabe des arabiscken ss3 (a8 kijasu kaulihi, eines
Ausdruckes, der nichts anderes besagt als ,die Re.gel, die er angibt“,
wie es schon vorher heift eius sermo qui dizit d. i. J3B 3
kauly ka’ilin. Die ,Wortrechnung wird also kiinftig aus der Liste
der mathematischen Termini verschwinden miissen.

IV. Inhaltsiibersicht der Algebra Muhammad b. Musas
und Beurteilung ihrer Quellen von CossaLl bis CANTOR.

Wir kehren zur Algebra des Muhammad b. Misa zurick
und verschaffen uns durch Zusammenstellung der Kapiteliberschriften
eine erste Ubersicht des Inhalts. Es ist bekannt, daf der Text des
Buches auf der einzigen Oxforder Handschrift CMXVII Hunt. 214
ruht, die im Jahre 743 d. H., also um 1342 vollendet wurde
(Rosen, S. XIII). Ihr Zustand — it is written in a plain and legible
hand, but infortunately destitute of most of the diacritical points —
liefse einen Vergleich mit den lateinischen Handschriften, die als
Ubersetzungen oder Bearbeitungen des arabischen Werkes gelten,
sehr winschenswert erscheinen, zumal auch hier noch manches ge-
nauerer Feststellung bedarf. Daf die von Lisri im ersten Band
seiner Geschichte S. 253 ff. veroffentlichte Ubersetzung des .
Gerhard von Cremona nur die ersten 50 Seiten des
Originals, also nur die Algebra im engeren Sinne ohne
die Geometrie und Erbteilungsrechnung umfaft, war z. B. bis vor
kurzem nirgends in geschichtlichen Werken vermerkt. Lisri selbst
weist allerdings in einer ausfithrlichen Fufinote zu S. 121 (La pré-
face manque dans toutes les trois, et elles se terminent par le
chapitre Conventionum negociatorum) und in der Vorbemerkung zur
Note XII, S. 253 darauf hin, daB die lateinische Ubersetzung der
drei Pariser Handschriften unvollstindig ist. Aber bei Canrton (I®
S. 719, I* S. 675) heibt es einfach ,,eine alte lateinische Ubersetzung*,
und auch in der dieser Ubersetzung gewidmeten Arbeit von Bioryso
(Gerhard von Cremonas Ubersetzung von Alkwarizmis Algebra usw.,
Bibl. Math., 3. Folge, Bd. 6, 1905, S. 239) ist eine Erinnerung an
diesen weder selbstverstandlichen noch gleichgiiltigen Umstand unter-
blichen. Es ist klar, dab durch Unterdriickung der Einleitung, die
ausdriicklich auch auf den geometrischen und erbrechtlichen Teil
des Werkes hinwies, der Anschein erweckt wird, als sei das iber-
setzte Bruchstiick das ganze Buch. Auffallenderweise reicht auch
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die um 1145 vollendete Ubersetzung des Robert Castrensis nicht
weiter, wie aus den von SteinscaneER (Bibl. Math., 3. Folge, Bd. 1,
1900, S. 273) gemachten Angaben hervorgeht, da sie mit den Worten
que his attinent agendum est = mgius (WS Jalaks b 10, abschliefit.
Erst L. C. Karpinski hat in seiner Abhandlung ,,Robert of Chester’s
translation of the algebra of Al-Khowarizmi‘* (Bibl. Math., 3. Folge,
Bd. 11, 1910/11, S. 128) auf das Fehlen der Einleitung und der
geometrischen und erbrechtlichen Abschnitte in simllichen allen
Ubersetzungen wieder hingewiesen.

Folgen wir der Kapiteleinteilung des arabischen Textes, so er-
gibt sich folgender Aufbau des Ganzen:

(Einleitung, S.1,2.) Anrufung Gottes, Preis des Propheten,
Schilderung der miihevollen Arbeit der Gelehrten, Bericht tber die
Veranlassung zur Abfassung und tber den Zweck des Buches.

[fehlt bei Liri]

[Erster Hauptteil — ohne Uberschrift; S. 3 bis 50.]

Aufbau des Zahlensystems; Definition der in dem Rechen-
verfahren der Erginzung und Ausgleichung auftretenden Arten
(s durab) von Zahlen; Aufzihlung der drei einfachen Fille
von Gleichungen; sodann Beispiele:

,,Was anlangt die Vermogen, die gleich sind den Wurzeln. . .*

(Drei Beispiele.)

,Was anlangt die Vermogen, die gleich sind der Zahl..."

(Drei Beispiele.)
,Was anlangt die Wurzeln, die gleich sind einer Zahl..."
(Drei Beispiele.)
Kurze Zwischenbemerkung iber die drei zusammengesetzten
Fille der Gleichungen; sodann Beispiele:

,,Was anlangt die Vermogen und die Wurzeln, die gleich sind

der Zahl..." (Drei Beispiele.)

»Was anlangt die Vermogen und die Zahl, die gleich sind

den Wurzeln..." (Ein Beispiel.)

»Was anlangt die Wurzeln und die Zahl, die gleich sind

dem Vermogen...* ~ (Ein Beispiel.)

Eine Schlufbemerkung leitet Gber zu den geometrischen
Beweisen der Auflssungen: ,,Und ich habe fir jedes Kapitel von
ihnen eine Zeichnung gezeichnet, durch die auf den Grund der
Halbierung hingewiesen wird." Drei Beispiele :
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,Was den Grund anlangt, daB ein Vermogen und zehn Wur-
zeln gleich sind neunundzwanzig Dirhem ...* (Zwei verschiedene
geometrische Beweise mit Zeichnungen.)

»Was anlangt ein einziges Vermogen und zwanzig Dirhem,
die gleich sind zehn seiner Wurzeln .. .“ (Eine Zeichnung.)

,Was anlangt drei Wurzeln und vier von der Zahl, die gleich
sind einem Vermogen ...“ (Eine Zeichnung.)

Das Kapitel von der Multiplikation (2t Qb bab
aldarb; S. 15 bis 19 oben).

Das Kapitel von der Addition (Aggregation) und
Subtraktion (C,Lqidf, C‘?ﬁ' Qo bab aljam walnuksan; S. 19, 20).

Die Teilung (=&t alkasm, S. 20, 21)!,

»Was anlangt den Grund fiir die Wurzel von zweihundert
ohne zehn, addiert zu (vereinigt mit) zwanzig ohne die Wurzel von
zweihundert . . .“ (Zeichnung.)

»Was anlangt den Grund fiur die Wurzel von zweihundert
ohne zehn, subtrahiert von zwanzig ohne die Wurzel von zwei-
hundert . . . -(Zeichnung.)

»Was anlangt einhundert und ein Vermégen ohne zwanzig
Wurzeln, dazu addiert (damit vereinigt) fiinfzig und zehn Wurzeln
ohne zwei Vermégen . . .“ (Ohne Zeichnung.)

Das Kapitel der sechs Fragen (S. 25 bis 29). Die erste
von den sechs ... Die zweite Frage ... Die dritte Frage ... Die
vierte Frage . .. Die fiinfte Frage... Die sechste Frage . ..

! Rosen hat durch seine Uberschriften On multiplication, On addition
and subtraction, On division den charakteristischen Befund im arabischen
Text verwischt, dal bei der Teilung das Wort «Kapitel» fehlt. Geht man
der auffallenden Tatsache nach, daB das ,Kapitel der Teilung* von dem der
Multiplikation getrennt ist und daB nicht nur hier, sondern auch in dem
Kapitel von der Addition und Subtraktion Beispiele iiber Multiplikation und
Division von Wurzeln enthalten sind, so entdeckt man eine vollstindige
Verwirrung des Textes. Der ganze Abschnitt in dem bab aljam’ walnuksan
von S.19, Z.12 (Ubers. 8.27, Z. 2 v. u.) bis S. 21 unten (Ubers. 8. 31 ‘bei
Demonstrations) gehort in ein ,Kapitel von der Multiplikation und Division®.
Loést man ihn aus seiner jetzigen Stelle heraus, so schlieBen sich an die
wenigen Sitze iiber Addition und Subtraktion von Aggregaten sofort die geo-
metrischen Beweise, deren Anfinge oben mitgeteilt sind. In der latei-
nischen Ubersetzung (lismi S. 269 ff) liegt die gleiche Textver-
dlerbnis vor, sie ist sogar durch Wegfall der Worte de divisione noch um
eine Stufe weiter fortgeschritten,
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Das Kapitel der vermischten Fragen. (Uberschrift
in besonderer Zeile; 33 mehr oder minder ausfithrlich behandelte
Beispiele; S. 30 bis 48 oben).

Das Kapitel der kaufméannischen Geschafte (b
e Malxsdt, als Uberschrift; drei Beispiele. S. 48 bis 50).

[Zweiter Hauptteil — ohne besondere Hervorhebung:]
Kapitel der Messung (S. 50 bis 64).

Das Kapitel ist eine lose Aneinanderreihung von geometri-
schen Definitionen, Eigenschaften von Figuren und Formeln mit
Hervorhebung durch Stichworte.

[Dritter Hauptteil — mit Hervorhebung der Uberschrift:]
Das Buch der Testamente (S. 65—122).

Ein Kapitel davon iber das Kapital und die Schuld
(S. 65 bis 67; drei durchgerechnete Beispiele).

Ein anderes Kapitel vonden Testamenten (S.67,68;
zwei erliuterte Beispiele). -

Ein anderes Kapitel von den Testamenten (S. 68
bis 71; zwei Beispiele).

In einer anderen Art (x>,) von Testamenten . .
(S. 71 bis 86. Dieser Anfang kehrt dreimal wieder, und zwar zwei-
mal mit 4, einmal mit 8 Beispielen).

Das Kapitel vom Testament mit dem Dirhem (S. 86
bis 92; vier Beispiele).

Das Kapitel von der Vervollstandigung (xaXdt ©bL
bab altakmilah, S. 93 bis 98; sieben Beispiele).

Das Rechenverfahren bei Schicksalswechsel (\olw=>
),oJ! hisab aldawr, computation of returns?).

Ein Kapitel davon iber die Verheiratung in der
(letzten) Krankheit (S. 98 bis 101; vier Beispiele).

Das Kapitel von der Freilassung (von Sklaven) in der
Krankheit (S. 101 bis 116; finfzehn Beispiele, darunter einige
unter Berufung auf Ab@ Hanifah, dessen Todesjahr 767 war).

1 Die Ubergetzung von Rosen ist falsch. Das Wort daur bezeichnet die
wechselseitige Vertauschung (A gegen B, B gegen A), in unserm Falle
Vertauschung von Erblasser und Erben, wenn der Erbe vorher stirbt. Es
kann aber auch allgemeiner mit «Schicksalswechsel» wiedergegeben werden,
im Sinne eines unvorhergeschenen Ereignisses, das die testamentarische Ver-
fiigung aufhebt oder einschrinkt.
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Das Kapitel von der Entschadigung bei Schicksals-
wechsel. ())odi & Séslt al'akr fldawr, return of the dowry’,
S. 116 bis 120; sechs Beispiele, darunter wieder einige unter Be-
rufung auf Abd Hanifah).

Das Kapitel vonder Vorausbezahlunginder Krank-
heit (U:o;“ & (.L»JI alsdlam fi’l marad, surrender? in illness, S. 121,

122; zwei Beispiele).

Schon diese Inhaltstibersicht kann zum Nachdenken tber die
Grinde anregen, die den Verfasser veranlaBt haben, drei nach
unserer Auffassung ganz heterogene Gegenstinde unter dem Sammeb
titel kitab aldabr walmukabalah zu vereinigen. Es wire auch leicht,
zu zeigen, wie sich im 10. und 11. Jahrhundert eine Scheidung voll-
zieht, so daf die Algebra, das Geschaftsrechnen, die praktische Geo-
metrie und die einzelnen Teile der Erbteilungspraxis in hesonderen
Schriften behandelt werden. Da uns aber vorerst die Quellen und
Vorbilder von Muhammad b. Miisas Algebra und die Frage
nach dem Grade seiner Selbstindigkeit beschiftigen sollen, wird
eine kurze Darstellung der bisher tber diese Dinge gedufierten Urleile
dem neuen Versuch, zu einer Entscheidung zu gelangen, voraus-
geschickt werden missen.

Kurz und bindig faht CossaLr 1797 in seiner Geschichte der
Algebra® seine Uberzeugung zusammen. Nichts von geschichtlichen
Tatsachen spricht fur die Ansicht, daf Muhammad b. Musa
die Algebra, die er die Muhammedaner lehrte, den Griechen ent-
lehnte. Er entstammte einem Lande, das weit von Griechenland
entfernt war und an Indien grenzt, er war bewandert in der Sprache
der Inder, beschiftigte sich eingehend mit indischen Schriften, die
er ubersetzte, verbesserte, auszog und vervollkommnete, und er war
der erste Lehrer der Algebra bei den Muhammedanern. -Wenn er

1 Rosens Ubersetzung ist falsch. Es handelt sich um En tschidigung
fir die Verminderung des Werts einer Sklavin infolge Beiwohnung. )

? Das Wort sdldm bedeutet gewshnlich Vorausbezahlung vor Emp-
fang der Ware; es scheint sich aber bei den beiden Beispielen um Voraus-
lieferung oder Verpfindung von Waren zu handeln. Das zugehorige Verbum
dslama wird von Rosen mit deliver iibersetat.

¥ CossaLl, Origine, trasporto in Italia, primi progressi in essa dell'al-
gebra, Parma 1797. Da mir das Werk zur Zeit nicht zuginglich ist, muB ich
die unsern Autor betreffende Stelle nach der Ubersetzung von COLEBROOKE
(Dissertation, 8. LXXIX) wiedergeben.
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sie also nicht den Griechen entnommen hat, so muf er sie entweder
selbst erfunden oder von den Indern entlehnt haben; das letztere
aber ist das Wahrscheinlichere.

Auf Grund ausgedehnter Studien in den Quellen der indischen
Mathematik und ihrer Vergleichung mit dem Originaltext der Algebra
Mubammad b. Musas einerseits, der Arithmetik Diophants
andererseits kommt CoLesrooke 1817 in seiner Dissertation zu dem
gleichen Ergebnis: ,,Neither that comparison, nor the exclusive
consideration of the Khuwdresmi's performance, leads to any other
conclusion, than, as before intimated, that, being conversant with the
seiences of the Hindus, especially with their astronomy and their
method of numerical calculation, and being the author of the earliest
Arabic treatise on Algebra, he must be deemed to have learnt from
the Hindus the resolution of simple and quadratic equations,
or, on short, Algebra, a branch of their art of computation.”

Auch der Umstand, daB die Darstellungsform der arabischen
Algebra von der indischen abweicht und in manchem mehr der
diophantischen Behandlungsweise gleicht, ist nach CoLesrooke von
keinem Belang gegeniiber der Tatsache, daf die Araber den Diophant
erst gegen Ende des 10.Jahrhunderts kennen lernten und die erste
Schrift tiber Algebra von einem Astronomen herriihrt, der die indische
Mathematik in allen ihren Zweigen studiert hatte und die indische
Rechenkunst seinen Landsleuten zuginglich machte (Diss. S. XXL).
Indische und griechische Algebra seien hinreichend verschieden,
um die Annahme unabhingiger Entstehung zu rechtfertigen. Wolle
man aber annehmen, daf in Verbindung mit der Astronomie und
Astrologie auch Keime der Algebra aus dem griechischen Kultur-
kreis nach Indien ‘gelangt seien, so habe sich dieser zarte Keim
jedenfalls auf dem ginstigen Boden Indiens schnell und fruchtbar
entwickelt (Diss. S. XXIL).

CoLesrooke war der erste, der den arabischen Text der Algebra
des Muhammad b. Misa wieder ans Licht zog und die Kapitel
tber Auflosung der quadratischen Gleichungen durch Ubersetzung
zuginglich machte. Die vollstindige Ausgabe des Textes durch
F. Rosen (1831) bot dann die Moglichkeit, die Gesamtleistung des Ver-
fassers kritisch zu untersuchen. Rosen selbst dufert sich nicht dber
das Werk als Ganzes und stellt sich in der Quellenfrage durchaus auf
den Standpunkt von Coiesrooxe (vgl. Rosen, Preface S. IX, X). Er
setzt aber schr eingehend die Unterschiede zwischen der Form, in
der die indischen Astronomen ihre Regeln geben, und der Darstellung
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Muhammad b. Misas auseinander: ,,Bhaskara and Bralunagupta
give dogmatical precepts, unsupported by argument, which, even by
the metrical form in which they are expressed, seem to address
themselves rather to the memory than to the reasoning faculty of the
learner: Mohammed gives his rules in simple prose, and establishes
their accuracy by geometrical illustrations. The Hindus give
comparatively few examples...: the Arab, on the contrary, is
remarkably rich in examples, but he introduces them with the same
perspicuous simplicity of style which distinguishes his rules. In
solving their problems, the Hindus are satisfied with pointing at
the result...: the Arab shows the working of each example at full
length, keeping his view constantly fixed upon the two sides of the
equation, as upon the two scales of a balance. . .*

Rosen ist der erste, der den elementaren Charakter
der ersten arabischen Algebra betont, indem er auf die eigenen
Worte des Verfassers hinweist, ,that the caliph Al Mamun
encouraged him to write a popular work on Algebra*. Diesem
Hinweis begegnen wir auch bei Lisrt (a. a. O., S. 121 ,un traité d’al-
gebre populaire®), der den Satz ,Quant & I'algébre, tout concourt
4 prouver que les Arabes l'ont recue des Indiens* S. 118ff. durch
die Betonung des ganz verschiedenen Charakters der von Dio-
phant behandelten algebraischen Aufgaben zu stiitzen sucht.

Aus der Angabe Muhhammad b. Masias, daB ihn das Interesse
des Khalifen fir die Wissenschaften zur Abfassung seines Werkes
ermutigt habe, wird bei SkpiLor ein Auftrag Alma’mauns, ,,de
composer un traité d’algébre populaire* (Matériaux pour servir a
I'hist., 1845—49, S. 447), oder ,,de rédiger des éléments d’algébre*
(J. As., 5. Serie, II, 1853, S. 325). Die Doppelbezeichnung Gebr
et Mokabalah habe allem Anschein nach den Arabern zur Bezeichnung
des Werkes von Diophant gedient!, der stets mit Recht als der
Erfinder, ,le véritable inventeur* (J. As, a. a. 0., S. 326) der
Algebra gegolten habe. Aus dem Umstand, dal Abu ’lwafa
(gest. 998) den Diophant ubersetzt oder kommentiert habe, diirfe
man nicht schlieen, daf erst er die Araber mit diesem Autor be-
kannt gemacht habe; er habe auch den Euklid ibersetzt, und

! Diese Ansicht scheint sich darauf zu stiitzen, dafl im Fibrist (S. 283,
ed. FuiceL) das Werk des Abu lwafi den Titel Adt 3 j-bidys o peis fiihrt,
Es ist aber ganz natiirlich, da Abu ’lwafd am Ende des 10. Jahrhunderts

den landliiufigen Terminus withlte, um die »Algebra® von der theoretischen
»Arithmetik* g.b\4,| zu unterscheiden.
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doch seien die Elemente des Euklid seit den Zeiten von Harun
al-Raschid in den Schulen von Bagdad gelehrt worden. Auch
_Rosen gebe zu, dab Muhammad b. Masa seine Aufgaben nach
denselben Regeln lose, die Diophant befolgt habe, und die nur
weniger leicht verstindlich von den indischen Mathematikern gelehrt
worden seien. Wenn der Araber nicht die unbestimmten Aufgaben
zweiten und ersten Grades behandle, so finde man die Erklirung
dafir in der Vorrede des Buches; es war ,un libre élémentaire,
un manuel pratique i l'usage du peuple”, und die Kenntnisse der
Araber umfaBten sicherlich ein viel weiteres Gebiet (un horizon
plus vaste), da sie sich sogar mit Gleichungen dritten Grades be-
schéftigten. Die von Rosen beigebrachten Grinde fiir den indischen
Ursprung der arabischen Algebra seien also wenig iiberzeugend ;
auch auf den Ausdruck ,,qui Indorum dictus est** im Liber augmenti
et diminutionis konne nichts gegeben werden. Wenn CuasLes be-
wiesen habe, daB selbst unsere zehn Ziffern dem christlichen Westen
schon zur Zeit des Boétius bekannt waren, was bleibe da noch fir
die Inder tbrig? Man dirfe nicht vergessen, dab das Werk des
Diophant nur unvollstindig auf uns gekommen sei, und daB wir
auch keinen der Kommentare besitzen, die die Gelehrten der alexan-
drinischen Schule und die beriihmte Hypatia selbst hinzugefugt
haben. Konnten die sieben verlorenen Biicher nicht hohere Theorien
enthalten? Konnte nicht ein Grieche jener Zeit die Algebra seines
Zeitgenossen vervollkommnet haben? Konnen nicht Aryabhatta
und Brahmegupta einfach Abschreiber der alexandrinischen Ge-
lehrten gewesen sein? Alles spreche dafir, dafi Bhaskara aus
arabischen, Brahme gupta aus griechischen Quellen geschopft habe.
Die Prioritat der Griechen konne auf dem Gebiet der Algebra
ebensowenig bestritten werden als auf anderen Gebieten der
Wissenschaft, und weder die Griechen noch die Araber hatten von
den Indern wissenschaftlich etwas zu lernen gehabt (S. 461).

Es war notwendig, diesen scharfen Protest gegen die Uber-
schatzung der Inder in einiger Ausfiihrlichkeit wiederzugeben, da er
sowohl Hanker wie Cantor entgangen zu sein scheint. Ob sich
Woepcke mit der Quellenfrage eingehender beschiftigt hat, ist mir
nicht bekannt; er scheint ganz auf dem Boden der herkémmlichen
Uberlieferung zu stehen, da er Alkharizmi den Autor nemnt,
,»que nous pouvons considérer comme l'introducteur par excellence
de I'astronomie, de I'algébre et de I'arithmétique indiennes parmi les
Arabes de l'orient (J. As., 6. Sér., Bd. I, 1863, S. 514).
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Die erste aus einer kritischen Betrachtung der Mathematik-
geschichte hervorgegangene Wiirdigung der vollstindigen Algebra
Muhammad b. Miisas verdanken wir Hawker (Zur Geschichte
der Mathematik in Alterthum und Mittelalter, 1874, S. 259 bis 264
und 8. 271). Was die indische Mathematik anlangt, so kann nach
ihm kein Zweifel dariiber sein, dab die Minner, die sie in ihrer
originalen Weise entwickelten, selbstindige wissenschaftliche Forscher
waren (S. 181). Sie seien zwar, was die materielle Seite der Algebra
betrifft, nicht eben viel tber das hinausgekommen, was auch
Diophant bereits geleistet habe, aber wenn man unter Algebra
die Anwendung arithmetischer Operationen auf zusammengesetzte
Groken aller Art, mogen sie rationale oder irrationale Zahl- oder
Raumgrofen sein, versteht, so seien die gelehrten Brahmanen
Hindustans die wahren Erfinder der Disziplin. lhre grofte
I:eistung liege auf dem Gebiete der unbestimmten Analytik. Seit
Aryabhatta kennen die Inder eine Methode, um die Gleichung
ersten Grades ax + by = ¢ in ganzen Zahlen aufzulosen; die Methode
der Auflosung der unbestimmten Gleichung zweiten Grades nennt
Hawnker das Feinste, was in der Zahlenlehre vor Lacrance geleistet
worden sei. Da nun am Ende aller griechischen Wissenschaft ohne
Vermittlung mit dem, was diese bis dahin geleistet hatte, plotzlich
auch auf griechischem Boden die Algebra in einer Form, wie sie
niemals am Anfang einer selbstindigen Entwicklung statthaben kann,
und in einem zwar vorgeschrittenen, doch unfertigen, hastigen Zu-
stande erscheine, in Indien aber eine organisch reiche Entwicklung
der Wissenschaft vorliege, welche die Algebra Diophants beinahe
vollstindig umschliefie, so sei es wahrscheinlich genug, daf diese
nur ein abgerissener Zweig von dem Baume indischer Wissenschalft
sei, der, nach Alexandrien verpflanzt zwar neu zu treiben begonnen
habe, doch, ohne Wurzeln schlagen zu kénnen, bald spurlos unter-
gegangen sei (S.204). Das Verhiltnis Diophants zu den Indern
sei so zu denken, daf er bereits eine bunte Mannigfaltigkeit von Auf-
gaben vorfand, die er dann, mit eigenen scharfsinnigen Entwicklungen
versehen, in einer dem griechischen Geiste entsprechenderen Form
zusammenstellte (S. 205).

Auch der erste, rein mathematische Teil von Mubhammad b.
Musas Algebra errege bei seiner Diirftigkeit wenig sachliches
Interesse. Die Abweichungen von der Algebra der Inder seien in-
dessen erheblich genug, um der Annahme indischer Entlehnung
Schwierigkeiten zu bereiten. Besonders auffallend findet HankEeL,
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daff Muhammad b. Masa die Zeichensprache seiner indisc.hen
Vorbilder ginzlich ignorierte. Da aber auch erhebli'che Unterschiede
gegen Diophant vorhanden sind, so bleibe nur die Axmah}me, daB
er nach einer Tradition arbeitete und mit jemen Operationen al
jebr wal mukabala seine Landsleute nichts durchaus Neues und
Fremdes lehrte. Diese Tradition miisse bei den Syrern und den
Persern vorausgesetzt werden. Bei ihnen moge sich unter Qem
doppelten Einflusse griechischer und indischer Wissenschaft diese
vermittelnde Algebra, die Ziage der einen und der andern trage,
aber hinter beiden an wissenschaftlichem Werte zuriickstehe, heraus-

gebildet haben.

Die hochste Einschitzung der indischen Algebra und die ent-
schiedenste Leugnung irgendwelchen Zusammenhangs zwischen der
arabischen und indischen Algebra finden wir bei L. Roper (L’algébre
@’ Alkharizmi, J. As., 7. Sér., Bd. 11, 1878, S. 5 bis 98). Auf Grund
eines erneuten Studiums der Originaltexte kommt dieser Gelehrte

zu folgenden Ergebnissen: o
1) Es gab in Indien spitestens seit Ende des 5. Jahrh. eine

Schule von Algebraikern, die in diesem Zweige der mathematischen-

Wissenschaft erstaunliche Fortschritte erzielt hatte. Diese Schule,
vielleicht befruchtet durch eine erste Grundlage griechischen Wissens,
vielleicht auch im Besitz von wissenschaftlichen Kenntnissen, die auf
babylonische Quellen zuriickgehen, ist der griechischen Schule sowohl
in Hinsicht auf Allgemeinheit der Ideen als auf Eleganz der Rechnung
unendlich tberlegen. .

2) Die Araber haben entgegen ihren eigenen Versicherungen
die indische Wissenschaft nicht nach dem Westen gebracht.
Muhammad b. Misa insbesondere hat in seiner Algebra nichts
gele}.wt, was an seinen um beinahe ein Jahrhundert ilteren Vorginger
Brahmagupta oder selbst an den drei Jahrhunderte ilteren
Aryabhatta erinnert. Seine Ideen, seine Methode, sein Recl.\en-
verfahren sind rein griechisch und in vielen Fillen absolut identisch
mit dem, was wir in dem Werke Diophants geiibt sehen.

Ropers Untersuchung beginnt jeweils mit einem Passus aus
Muhammad b. Miisas Algebra und stellt seinen Methoden die
On'iéinalstellen aus Bhaskara und Aryabhatta mit I'Jbersetzur.]g smyie
Zitate nach Coresrooxes Ubersetzung von Brahmagupta einerseits,
den griechischen Diophant mit Ubersetzung andererseits gegenﬁ})er;
sie erstreckt sich auf die Behandlung der positiven und negativen
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Groken in algebraischen Ausdriicken, auf das Verfahren, die End-
gleichung herzuslellen, auf die Methode der Auflosung der voll-
stindigen Gleichung zweiten Grades und auf die Inlerprefation der
doppelten Losung fiir den Fall zweier positiver Wurzeln. Auch
die Wichtigkeit der Terminologie wird gebiibrend hervorgehoben:
les expressions choisies par un écrivain créateur, comme Al-Kharizmi,
d’un vocabulaire scientifique, permettent souvent d’appercevoir quelle
est au fond I'idée qui I'a conduit au choix de ces expressions, et,
par conséquent, de se rendre compte, jusque dans les plus intimes
détails, de ses notions scientifiques. Weniger gliicklich sind Be-
merkungen wie die, daf Muhammad b. Musa den Diophant in
einer syrischen oder Pehleviiibersetzung oder gar im Urtext gelesen
haben kénne, und daf den baktrischen Persern, unter denen Al-
Kharizmi aufwuchs, die principes de U'algébre grecque bekannt ge-
wesen seien. Es beweist gewif auch nichts fir eine Bekanntschaft
des Muhammad b. Masa mit Diophant, wenn ein Autor des
16./17. Jahrhunderts wie Beha eddin eine Definition von algabr
walmukabalah gibt, die nach Rober die buchstibliche Ubersetzung
einer Diophantstelle sein soll (S. 38, 39, 43). Besonders aber diirfte
nicht Bhaskara, der dem 12. Jahrhundert angehort, durchweg an
erster Stelle als Zeuge fiir den hoheren Stand indischer Algebra
gegen Muhammad b. Mtsa ins Feld gefihrt werden.

Seit Rober hat kein Sanskritist oder Arabist mehr den Text
des Muhammad b. Musa genauer untersucht. Wohl aber hat in
allerneuester Zeit ein englischer Gelehrter in Simla, G. R. Kav,
den mathematischen Schriften und Methoden der Inder ein erneutes
Studium gewidmet und ist dabei zu wenig schmeichelhaften, der
Roperschen Verhimmelung der Inder direkt entgegengesetzten Ergeb-
nissen gekommen. Fir unseren Zweck dinfte es geniigen, einige
Stellen aus der Abhandlung ‘Some notes on Hindu mathematical
methods’ (Bibl. Math., 3. Folge, Bd. 11, 1910/11, S. 289 f{) in Uber-
setzung wiederzugeben.

S.289: ,,In Indien war die Mathematik stets nur die Magd
des religiosen Rituals, das gewisse Seiten der Astronomie und
Astrologie umfafite, und der Handelsgeschifle; es ist fraglich, ob
reine Mathematik jemals um ihrer selbst willen in diesem Lande
gepflegt wurde. Die Regeln wurden mehr oder weniger als hand-
werksmibBige Regeln (rules of thumb) gelehrt, die man kennen mufite,
um Rechnungen zu erledigen, die zur richtigen Ausfilhrung ge-

Sitzungsberichte der Heidelb. Akademie, phil.-hist. Kl 1917, 2. Abh. 8
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wisser religioser oder halbreligioser Zeremonien gehorten, oder der?n
man sich fir Zwecke des Handels bedienen.muﬁatue. Das erlet
der Mathematik ist nie als wesentlich fir eine hohfare Erzu.ahung
betrachtet worden und bildet heute hochst felten einen Teil des
r Sanskritschulen in Indien. . .. )

Lehrggl.]gﬁs‘:)Sd:e ,,Die Hindu sind niemals zuverléssigfe Beurteiler 1hrf§r
eigenen Methoden gewesen, und wir dirfen die Memun_gen voﬂn zﬁlt};
genossischen Fremden nicht vernachldssigen, wenn sie zugu'mg ic
sind. Glicklicherweise konnen wir die Ansichten Alberun¥s' an-
fiihren, eines tiichtigen Mathematikers und Dbesonnenen Kritikers,
der Indien in der Zeit zwischen Brahmagupta und.Bhaskara be-
suchte. Die Ansichten Alberunis sind del? Hindu nicht besonders
giinstig, was ihre mathematischen Fihigkeiten anlangt, aber' das
nimmt seiner Kritik nichts an Wert, wie manche Hindu meinen.
Er schreibt wie folgt (Alberuni’s India ed. E. G sAGHAU I, P 25):
Man findet meist, daB selbst die sogenannten \Vl.ssenschafthchen
'Siitze der Inder sich in einem Zustand duflerster _Verwnrrung befinden,
bar jeder logischen Ordnung..., da sie sich nicht Zl‘l den Meth(?derT
streng wissenschaftlicher Deduktion erheben konnen‘. Und welfer.
Jch begann ihnen die Elemente darzulegen, au'f welchen dl'ese
Wissenschaft ruht, und ihnen einige Regeln der longFllell D(.aduktlon
und die wissenschaftliche Methode aller Mathematik auso%ma‘nde'r-
zusetzen; da scharten sie sich um mich zusammen von a'llen Seiten’. D¥e
Belege, die wir gegeben haben, sind geeigm.)l, .die. Ansicht Alberu.ms
zu bestiitigen; wir mitssen schlieen, dab die mdlsch?n Mathematiker
kein Interesse an dem hatten, was wir mathematische Meth. ode
nennen. Sie gaben keine Definitionen, sie be\vahrle.n wenig loglsc,he
Ordnung, sie kiimmerten sich nicht darum, ob dl-e Regeln, del‘en
sie sich bedienten, gehorig bewiesen waren oder mch‘t, l.m.d waren
im allgemeinen gleichgiillig gegen grundlegende Prmznpnen.‘ Sie
schatzten Mathematik nie als einen Gegenstand des Studiums,
und in der Tat kann ihr Verhiillnis zur Wissenschftft als ent-
schieden unmathematisch gekennzeichnet werden.'

Die Darstellung, die M. Cantor in den dl‘('ii Auflagen seim.er'
Vorlesungen von der iltesten Geschichte der :}rablscllen Mathe_matlk
und insbesondere von den Beziehungen zwischen der ar:‘l‘blsch.en
und griechischen bzw. indischen Mathematik gegeben hat., stiitzt sich
im wesentlichen auf die von Coresrooke und Rosen beigesteuerten
Ubersetzungen und auf die Vorarbeit HankeLs; Ropers Unter-
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suchungen sind nur bei der Besprechung der indischen Algebra
einigemal zitiert. Das Verhdltnis Muhammad b. Masas zu seinen
Quellen wird im ganzen zweifellos richtig dahin bestimmt, ,,dak
als indisch vornehmlich die Rechenkunst, als griechisch dagegen,
wenn auch nicht unter Ausschliefung jeglicher aus Indien stammender
Verinderung, die Algebra sowie die Geometrie, mit anderen
Worten die eigentliche wissenschaftliche Mathematik sich erweist*.
Auf das Urteil tber die letzte Hilfte der Algebra, in der ,in den
Augen des Verfassers wohl der Schwerpunkt seiner Aufgabe liegen
mochte*, ist schon oben hingewiesen worden. Die Messungen
werden als griechisch, die ,,nur uneigentlich der Algebra zugeteilte
Regel de tri, welche in der Fortsetzung von Alchwarizmis
Werke auftritt und dhnlich bei griechischen Schriftstellern uns
nicht bekannt ist, wird als indisch angesprochen. Mindestens
die geometrischen Beweise fin die Auflosung unrein quadratischer
Gleichungen sind griechisch; wahrscheinlich hat die griechische
Algebra von Euklid iber Ieron zu Diophant eine vollkommen
selbstindige Entwicklung erfahren; anderthalb Jahrhunderte nach
Diophant erschienen griechische Gelehrle am persischen Ilofe;
von ihnen kann manches, was uns griechisch nur bei Diophant
erhalten ist, mitgefiihrt worden sein; mag Alchwarizmi auch der
erste arabische Schriftsteller tiber seinen Gegenstand gewesen sein,
so hat er doch keinenfalls einen fiir seine Landsleute neuen Gegen-
stand behandelt, vielmehr muBte durch mindliche Lehre, enthommen
aus personlichen Ubertragungen fremdlandischen Wissens oder aus
Schriften, die in nicht-arabischer Sprache verfaft waren, schon be-
kannt gewesen sein, was Herstellung und was Gegeniiberstellung
sei. Griechische Elemente wiegen in der Algebra weitaus vor;
der Name des Quadrats der Unbekannten kann keinesfalls aus dem
indischen varga, wohl aber aus dem griechischen duvaurg abgeleitet
werden, der Name ,,Wurzel* fir die Unbekannte konnte aufl ver-
schiedenen Umwegen aus piZa entstanden sein, der Name schai,

Sache, erinnert an das agyptische haw, die Buchstabenfolge der

Figuren ist griechisch. Wer den Satz schrieb, daf die Einheit Wurzel

jeder Zahl und auBerhalb der Zahl ist, mufite auch in der Zahlen-

lehre der Neupythagorder wohl geschult sein und Kenntnisse in der

spekulativen Arithmetik hesitzen, die unmittelbar oder mittelbar auf

Nikomachus und Theon von Smyrna zurickweisen. Die Ein-

fahrung der Algebra muB aber schon hinlinglich lange Zeit vor

Alchwarizmi stattgefunden haben, um die Moglichkeit zu ge-

3*
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withren, daf jene Begriffe und die fir dieselben erfundenen Kun'st-
ausdriicke unter den Fachleuten — denn fi'?r solche schrieb
Alchwarizmi — schon landliufig geworden sein konnten.

Nach Cantor ist noch S. Gonruess Geschichte der Ms'dhematik
(1, Leipzig 1908) zu nennen; das Werk kann aber, sowexE u?lser'e
Fragen in Betracht kommen, keinen Anspruch auf Selbstindigkeit
machen, und so sei nur das Urteil verzeichnet, daB Muham n?ad
b. Miisa der erste ,,wirklich hervorragend produktive'* Mathematiker
des Ostens war, und dal sein algebraischer Auflosungsmodus
,original** ist (a. a. 0., S. 201, 204). )

Die Ubersicht zeigt, dab es kaum eine denkbare Losu'ng der
Quellenfrage gibt, die nicht versucht worden wire, und kc.ame An-
sicht, die nicht durch ein entgegengesetztes Urteil wieder aufgelhioben
wirde. Fortschritte in der Klarung der Streitpunkte
werden nur moglich sein durch Zuziehung neuer hand-
schriftlicher Quellen, durch Diskussion .der iulieren
Vorbedingungen fir die Entstehung einer m:jlthe-
matischen Literatur bei den Arabern, durch wirkliches
Eingehen auf die Absichten und Ziel‘e des .Autors
und durch genauere Analyse der Terminologie.

V. Zur Geschichte der arabischen Zahlbezeichnungen.

Es kann nicht oft und nachdriicklich genug gesagt werden,
daB die Araber, die die persischen und romischen Provinzen ﬁbe.r-
fluteten, weder Rechtswissenschaft noch Staatsverwaltung fertig
mitbrachten, sondern gezwungen waren, die Verwaltungs.methoden
und Rechtsformen der eroberten Léander im wesentlxchen. un-
verindert zu tbernehmen. Dafk es ihnen mit erstaun}lcifer
Schnelligkeit gelang, sich in die groferen Verhiiltnisse hinein-
zufinden und nicht nur die staatlichen Einrichtungen, sondern z}uch
alle andern Friichte einer alten, ausgereiften Kultur sich zu eigen
zu machen, ist bekannt. Das wire aber gewifs unmaoglich gewesen,
wenn der geistige Abstand zwischen dem Eroberervolk und den
zeitgendssischen Persern, Griechen und Agyptern so groB gewesen
wiire, wie man bis in die neueste Zeit anzunehmel.l pﬂ(igte.
Inshesondere darf man sich die stidtischen Araber, die Trager
der geistigen und politischen Bewegung, nicht als'halbe. Wilde
vorstellen, die vor dem Auftreten Muhammeds jedem Kultureinflusse
von seiten der Nachbarvélker unzuginglich gewesen wiren (CaNTor
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I%, S. 693) oder gar in der Zeit, zu der sie firr die Geschichte der
Mathematik wichtiz werden, kaum hiilten schreiben kénnen.
Woercke durfte sich 1863 mil seinem Satze slorsque les Arabes
sortirent du désert..., ils possédaient a peine Iécriture” noch
aul SiLvesTRE DE Sacys Mémoire vom Jalre 1831 berufen?, heute
aber konnen SiLvesTre pe Sacys Grammaire arabe von 1810 und
die Abhandlungen von Gesemws in der Enzyklopidie von Enscu
und Gruser aus dem Jahre 1820 nicht mehr als Quellen fiir uusere
Kenntnis des arabischen Schriftwesens beniitzt werden (Caxror 13,
5. 707). Authentische Urkunden und Schriftdenkmiler, die bis in
die erste Zeit des Islam zurickreichen, enthiillen die tiberraschende
Tatsache, ,,dafs die arabische Schrift schon damals eine Form be-
saB, die von der gewshnlichen, spiter Neskhi s genannten
Schrift kaum verschieden isl, desto mehr aber von der eckig steifen
«kufischen» Schrifl, die man fir die Multer der Kursivschrift ge-
halten hatte. Es steht jetzt fest, daB sich die arabische Schrift
im 4. und 5. nachchristlichen Jahrhundert aus der nabatiischen
Kursive entwickelt hat; aus ihrem Alphabet entstand durch Hinzu-
fiigung der arabischen Laute <, 2 3, o, b, & das alte arabische
Alphabet, dessen Buchslabenfolge in den diesen Zeichen erteilten
Zahlwerten & = 500, z = 600, S = 700, v2 = 800, = 900,
&=1000 erhalten geblieben ist.* Von ihrem Ursprungsort aus,
der vielleicht in Petra, vielleicht in dem damals aufblithenden
Ghassanidenreiche zu suchen ist, hat sich die Schrift mit dem
Handelsverkehr nach Norden und Siiden verbreitet. Sie war im
6. Jahrhundert wohl schon im ganzen nordarabischen Sprachgebiet
bekannt und diirfte besonders in den beiden Stiadten, die den
Ausgangspunkt der religios-nationalen Bewegung bildeten, in Mekka
und Medina, in Gebrauch gewesen sein.

Ganz unschitzbare Quellen fiir die Geschichte der Ubertragung
griechisch-agyptischer Verwallungs- und Rechenpraxis in die Sprache
und Schrift der arabischen Herren stehen uns seit lLingerer Zeit in
den Papyri von el-Faijim und andern Fundorlen (Sammlung
Erzherzog Ramver), seit einigen Jahren in denen des Aphrodito-
fundes zu Gebote. Eine auch dem Nichtarabisten zugéangliche

! F. Woercke, Mémoire sur la propagation des chiffres indiens, Journ,

As., 6. 8ér., Bd. 1, S.236.

* Vgl. die Abhandlung von B. Moritz in der Enzyklopidie des Islam,
7. Lief., 1910, S. 399 und die dazu gehorigen Schrifttafeln,
! Pt

i
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Ubersicht iiber die Schitze der erstgenannten Sammlung enthalt
der ,,Fihrer durch die Ausstellung* in seiner von J. von KARABACEK
bearbeiteten ,,Arabischen Abtheilung** (Wien 1894); die wichtigsten
arabisch-griechischen Urkunden des Aphroditofundes sind von
C. H. Becker veroffentlicht und bearbeitet worden.! Sie vermitteln
in ihrer Gesamtheit ein fast liickenloses Bild von der fortschreilenden
Arabisierung des Schrift- und Rechnungswesens, zugleich auch den
Beweis eines tiberraschend langen und zihen Festhaltens der Araber
an den griechischen Zahlzeichen. Viele Urkunden von Be-
horden, selbst Erlasse arabischer Heerfithrer aus der Eroberungszeit
sind nur griechisch geschrieben; man wird aber annehmen diirfen,
daB die Eroberer auch ihrer eigenen Sprache sofort Geltung zu
verschaffen wuften, und daf zweisprachige Erlasse wie jene
»im 22. Jahre d. H. am 25. April 643 n. Chr. ausgefertigte ebenso
préchtige, wie unschiitzbare Urkunde des Unterfeldherrn ‘Abd allah
ibn Gabir, die in der Papyrussammlung Erzherzog Ramer als
das alteste Schriftdenkmal des Islam bewahrt wird““?, durchaus
keine Ausnahme darstellen. Wihrend sich die eingesessene Bauern-
bevolkerung noch der koptischen, die handel- und gewerbtreibende
Bevolkerung der Stidte und die Beamtenschaft vorwiegend der
griechischen Sprache im Geschiftsverkehr bedienten, haben die im
Lande heimisch gewordenen Araber ebenso selbstverstindlich ihre
Briefe und Mitteilungen arabisch geschrieben. Die obersten
Regierungsbehorden konnten am frithesten daran denken, ihre amt-
lichen Verfiigungen nur arabisch abzufassen; ihre Verbreitung in
der fremdsprachigen Provinz konnte nach wie vor nur durch
Ausfertigung  zweisprachiger Urkunden oder durch Herstellung
griechischer und koptischer Ubersetzungen erfolgen. In dem oben
erwilinten Erlasse steht das Arabische an zweiter Stelle, spéter ist
das Umgekehrte hiufiger; noch aus dem Jahre 80 d. H. ist ein rein
griechischer Erla bekannt. In den zweisprachigen Urkunden aus
der Zeit des Statthalters Qorra b. Sarik (im Amte 90—96 d. H.
= 708—714 n. Chr.), die C. H. Becker a. a. O. veroffentlicht hat,
erscheinen die Zahlen des griechischen, an zweiter Stelle stehenden

1 C. H. Becker, Verdffentlichungen aus der Heidelberger Papyrus-Samm-
lung IIL 1, Papyri Scuorr-Remuanor I, 1906. Derselbe, Neue arabische Papyri
des Aphroditofundes, Der Islam, Bd. 2, 1911, 8. 245.

2 J.v. KARABACEK, Zur orientalischen Altertumskunde, Sitzungsber. der
ph.-hist. KI. d. Kais. Ak. d. W., Bd. 161, 1909, S. 62. Der griechische Teil ist ge-
schrieben von dem Notar und Diakon Johannes, der arabische von Ibn Hadid.
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Textes, der fur die Empfanger jedenfalls der wichtigere war, stets
zuerst ,in Ziffern*, dann ,,in Worten, die Jahreszahl in Ziffern;
i arabischen Text sind alle Zahlenangaben in Worten ausgeschrieben.
Ein Beispiel (C. H. Becker, Papyri Scuort-ReiNnaror, S. 82/83; vgl.
die Abbildung der Urkunde auf Taf. VI) mag als Beleg dienen:

o oKabol W3 L 3
- |
kg, X2ty o Kl Bl opaiedy ke K Ky

GOf ymiha plabdl Kpe (e foe Lo iy

Ky ady q"*’)ﬁ waliy boyf cyamanmy ol

-~ o o R

9 ... Ehaxev Opiv (bntp) dnpoaiw(v) ivd(ikt)é(vos) ¢ k(a)rd Ap(afag)
10 &rou(g) T ap(i)d(ua) v(omoudtia) vEaS Tetpakooiw(v) EEfkovra
€v fjuou
11 (bmép) éupori(c) ai(tou) dpt(éBac) do Y 1B dakoaia(g) Eudounkovra
Tpitov
12 dwdékato[v] [udva. ’E]Ypfi(q)n) un(vog) Ow(d) ivd(ikti)é(vog) 6yddng
13 ... gitov dpt(d)Bag o Y1B.
Arabischer Text:
F I Es hat euch getroffen von
4 der Geldsteuer des Jahres achtundachtzig* vierhunderteinund-
sechzig :
5 und ein halber Dinar** gezihlter Minze und von der Natural-
auflage zweihundert

- 6 und siebzig Irdabb Weizen und ein Drittel Irdabb und ein halbes

Waiba***
7 Und es hat (dies) geschrieben Ra8id im Safar des Jahres einund-
neunzig.**
* griech. 88 ** griech. "461,},, vierhundert, sechzig, eins, ein halb.*

*f"‘ griech. ,,Artaben Getreide 270 % {'; zweihundert, siebzig, ein drit-
tel, ein zwolftel, je eines.” .

Im Jahre 87 d. H. (706 n. Chr.) fihrte nach den Berichte
der arabischen Historiker ‘Abdallah, der Sohn des Kalifen
‘Abdalmelik, die arabische Verwaltung in Agypten ein. Um
dieselbe Zeit hatte der Kalif Alwalid zu Damaskus den Gebrauch
der griechischen Sprache bei der Fithrung der Steuerregister ver-
boten, aber fiir die Zahlzeichen eine Ausnahme zulassen
missen, ,parce qu’il était impossible d’écrire en arabe un, ou
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deux, ou trois, ou huit et demi, etc.* Da die Neuerung der rein
arabischen Verwaltung noch nicht durchfuhrbar war, beweisen jetzt
unsere Texte; vor allem aber wird die von Woepcke beigezogene
Stelle durch die zahlreichen iiber das ganze achte und neunte Jahr-
hundert, in abnehmender Hiufigkeit aber noch bis ins zehnte Jahr-
hundert reichenden, in einem Beispiel sogar vom Jahre 513 d. H.,,
also 1120 n. Chr. datierten Urkunden belegt und hestatigt, die mitten
im arabischen Text griechische Zahlzeichen enthalten und darum
im ,Fihrer** von Karasacek als ,,arabisch-griechisch bezeichnet
werden. Auch die koptischen Zahlzeichen, die nur eine leichte
Modifikation der griechischen sind, mégen in Agypten angewandt
worden sein (WoEPCkE, a. a. 0., S. 238), doch scheinen solche arabische
Urkunden aus alter Zeit noch nicht bekannt zu sein. Besonders
interessant ist in unserem Zusammenhange ein Palimpsest aus dem
Anfang des 9. Jahrhunderts, der schon im 7. Jahrhundert, wie die
alten Schriftziige zeigen, von einem Araber beniitzt worden war, der sich
in der Schreibung der griechischen Zahlbuchstaben iibte. Er enthilt
in zwei Reihen die griechischen Zahlbuchstaben von a bis ¢ und
iber den heiden ersten die arabischen Zahlworter (Fihrer N. 649).

Gegeniiber diesen Urkunden treten solche mit arabischen
Zahlbuchstaben ganz auffallend zurtick. Eine Schreibvorlage aus
dem 9. Jahrhundert, die die arabischen und griechischen Zahl-
buchstaben in Gegeniiberstellung enthilt, zeigt die Ubertragung und
gleichzeitige Anwendung der Zeichen. Das alteste bisher bekannt
gewordene urkundliche Beispiel ist eine doppelsprachige Sleuer-
urkunde aus dem 8. Jahrhundert, die in dem an zweiter Stelle
stehenden arabischen Text die Steuersumme auch in arabischen
Zahlbuchstaben bietet (Fithrer N. 605). Das nichste, zugleich genau
datierte Beispiel aus dem Jahre 851 ist eine Bilanz des Schatzhauses
von el-Faijum (Fithrer N. 761). KaraBacek vermutet einen fir die
grobe Menge mehr sekreten Charakter dieser Rechnungsweise,
zumal sie der Differenzierung der einzelnen Buchstabenwerle durch
die diakritischen Punkte entbehre; ich sehe ein Hindernis ihrer
Verbreitung im Rechnungswesen auch darin, daB sich diese Buch-
stabenzusammenstellungen nicht deutlich genug vom Worttext ab-
hoben und leicht zu Verwechslungen und Fehlern Veranlassung
geben konnten. Hatte man erst die Zahlen durch die arabischen
Worte wiedergegeben, so konnte man die Zeichen auch weglassen,

! Wo;l’cxs, a.a. O, 8. 237; nach Theophanis Chronographia, Paris 1655,
Von Canror I3, S. 709 wiederholt,
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und so blieb in allen zusammenhéngenden Texten, die nicht gerade
tabellarische Zusammenstellungen oder sonst gehiufte Zahlen ent-
halten, bis heule die Wortschrift der Zahlen in Ubung, die vom
Standpunkt des Mathematikers ein Riickschritt sein nag, aber den
Vorzug der groBeren Sicherheit besitzt.! Wenn es richlig ist, daB
die Benutzung der Buchstaben als Zahlzeichen auf Milet und das
8. Jahrh. v. Chr. zuriickzufithren ist?, so miissen die aul Anwendung
des Alphabets gegriindeten Zahlbezeichnungen der Hebrier und Syrer
griechischem Vorbild nacherfunden worden sein. Das normale
semitische Alphabet von 22 Buchstaben fiihrte zunichst glatt durch
Einer und Zehner. Dann waren noch 4 Zeichen ibrig, die fir die
Zahlen 100 bis 400 verwendet werden konnten, aber es fragte sich,
wie nun- die ubrigen 5 Hunderter darzustellen waren. Die iltere
hebriische und die syrische Zahlenbezeichnung benititzen den niichst-
liegenden Ausweg, indem sie die hoheren Hunderter additiv aus
Zeichen fiir die niederen hilden, also 500 = pr = 400 4 100
usw. bis 900 = pnn = 400 + 400 + 100 selzen. Das gleiche Ver-
fahren ist nach S. pE Sacy auch in arabischen Handschriften zu finden.
Interessanter ist ein zweites syrisches Verfahren, das fir die Hunderter
einfach die Zehnerbuchstaben unter Hinzufiigung eines diakritischen
Punktes einsetzt, denn damit wird die Zahl der Zifferbuchstaben
auf zwei Enneaden reduziert. Es ist von hier aus verstindlich,
wie arabische Schriftsteller — ich erwidhne neben An-nadim,
dem Verfasser des Fihrist, auf den kirzlich L. C. Karprinski wieder
aufmerksam machte®, noch die in meinen Kazwinistudien be-
handelte Handschrilt* — die indischen Ziffern fii neun Grundzeichen
halten konnten, die durch Hinzufagung eines bzw. zweier diakritischen
Punkte die Zahlenwerte der Buchstabengruppen (s bis oo und é

bis b wiedergeben. Hier sind die punktformigen Nullen der Zehner

! Aus Abkitrzungen der Wortschrift sind die Diw&ni- oder Kanulei-
zahlen hervorgegangen, die S. b Sacy auf Tab. VIII seiner Grammaire arabe
abgebildet hat; auch die kaufmiinnischen Zahlen, die W. S1. CLAIR-TispALL
unter dem Namen Siyaq Method of Reckoning in seiner Modern Persian
Conversation-Grammar (Heidelberg 1902) S. 220 abbildet, sind nichts anderes
als stark verkiirzte Wortschrift.

2 'W. LawreLp, Handbuch der griech. Epigraphik, Bd. 1, 1907, S, 419 ff.

* L. C. Kareivski, Hindu numerals in the Fihrist, Bibl. Math., 3. Folge,
Bd. 11, 1910/11, 8. 121, mit einer verkleinerten Reproduktion der Zeichen nach
dem Fihrist, 8. 120.

* J. Ruska, Kazwinistudien, Der Islam, Bd. 4, 1913, S. 258,
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und Hunderter und die von 1000 einfach als diakritische Punkte
genommen (Fihrist S. 18/19):

NEPRN TS TRpecT ST (REIRE IE AP VI EERC RS SN
S B ol b gl 5 S A v e £ E L SU 1 e
Ordﬁ)go)&i“llxv‘iofl““léu’lf1&;\9‘}5&}25\351;.;35
\SL«J"M:}:MQL@&’ bbu;m:s;msd‘awu&u«
ON1AVﬂ‘oFWr|‘WCJ¢J&2§EUJ>MMM,
KA [ JE JCS g Loy B L () S e by, d
os5e (erganze 1) 10 L wld asd Ly (lies 1) ] 100 5%
wels b iy e‘\xﬂ Sy 8‘>§};L5J,N

Ich fige wieder die wortliche Ubersetzung bei, da die von
L. C. Kareivski milgeteilte, von Dr. A. Youannan herriihrende ,freie*
Ubersetzung wie alle sogenannten freien Ubersetzungen fiir kritische
geschichtliche Untersuchungen nicht zu gebrauchen ist.
) ,,Und es erwahnte dieser Mann, dessen Erwéhnung voraus-
geschickt wurde, daB sie meistens mit den neun Schriftzeichen
schreiben, gemah diesen Beispielen: 1 2 3 45 6 7 8 9; wenn
er dann bis zum t gelangt ist, wiederholt er das erste Zeichen
und versieht es mit einem Punkt darunter geméiB diesen Beispielen:
123456789, sodab es jklmns‘fs wird, indem es
von zehn zu “zehn vermehrt wird; wenn er dann zum s gelangt ist,
schreibt er gemif diesen Beispielen und setzt unter jedes Zeichen
zwei Punkte wie folgt: 1 234 56 7 8 9,50 dafi es krstthddz
wird; und wenn er dann das z erreicht hat, schreibt er das erste
Zeichen von Anfang an, nimlich dieses: 1, und setzt darunter drei
Punkte wie folgt: 1, und es geschieht so, daf er zur Gesamtheit'der
Zeichen des (arabischen) Alphabets kommt und schreibt, was er will.*

Die beiden Textinderungen zu T ergeben sich von selbst
aus dem Zusammenhang. Dak ,,these subscript dots are used here
only as we use Roman numerals* (Kareivskt S. 123, Z. 3 v. u), is
eine unhaltbare Annahme; in der zweiten Buchstabenreihe ist mcht
no Or & omitted*, wie genau nach FLiGEL (Kitab al- I‘ll"lrlst 1,
S. 10 zu 1, S. 19) bemerkt ist, sondern zweifellos nur (o; die letzte

1 Die im Ms. stellenweiso fehlenden Punkte und die Ziffer 8 bzw. o> der
zweiten Reihe sind sinngemidl erginzt.
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Buchstabenreihe ist nicht die der ,,Persian letters'* — das Wort
mu‘gam bezeichnet das ganze arabische Alphabet — und stellt nicht
»the higher hundreds and 1000“, sondern alle Hunderter ohne
Tausend dar. Der Verfasser vergifit im folgenden Satz den Zahl-
buchstaben & ausdriicklich zu erwihnen, wie er ja auch das Fort-
schreilen von 100 zu 100 nicht mehr besonders hervorheht.

Die Echtheit der Fihriststelle anzuzweifeln (Exestrom in Jahrb.
tber d. Fortschr. d. M., Bd. 41, 1910, S. 53), liegt durchaus kein
Grund vor; sie bezieht sich ohne Frage auf die indischen Zahl-
zeichen — diese sind fir den Araber ebensogut ,,Schriftzeichen*
wie sein eigenes Alphabet — und findet ihr Analogon in andern
arabischen Abhandlungen tber die Schriften der Volker.!

Die den Gobarziffern bei pE Sacy (Gramm. arabe I, Tab. VIII)
zur Bezeichnung der Zehner und Hunderter iiber gesetzten Punkte
sind natiirlich auch nichis anderes als Nullen; man gewinnt aber
aus der Anordnung der 3 Punkte fiir die Zahl 1000 (‘) den Ein-
druck, daf der Ursprung der Punkte in der von pE Sacy benutzlen
Quelle vollstindig vergessen ist oder wenigstens dem Abschreiber
unbekannt war. Kareinski erwihnt iibergesetzte Punkle nach I1bn
Wahsija (Bibl. Math., 3. Folge, Bd. 13, 1913, S. 98).

Eine Auffiillung der dritten Enneade bewirkt die spitere
hebréische Zahlschreibung — nun vielleicht nach Analogie der
arabischen — durch Hinzufigung der Finalbuchstaben, die arabische

! Der Text lieBe am Schluf auch die Deutung zu, daff der Inder mit
Hilfe geiner mit diakritischen Punkten ausgestatteten 9 Zeichen alle Buch-
staben des arabischen Alphabets schreiben kann. Ohne Zweifel besafen
manche Araber, die in fremde Linder kamen, auch Kenntnis fremder Schrift
und Sprache. Man muB sich aber hiiten, aus dem Interesse einzelner Autoren
und ihren vorhandenen positiven Kenntnissen auf eine aligemeine Verbreitung
dieses Wissens zu schlielen. Was jene etwa beibrachten, ist sehr bald in
den Hinden unwissender Abschreiber zur vollstindigen Unkenntlichkeit ent-
stellt worden. Dies sieht man ebenso aus den im Fihrist S. 13 bis 20 mit-
geteilten Schriftproben wie aus denen des Berliner Cod. PErtscH 345 (Kazwini-
studien 8.17, 257). Am hiufigsten scheint noch eine gewisse Kenntnis der
hebriischen Schrift vorzukommen; was sonst als fremde Schrift ausgegeben
wird, ist meist nichts als ein Gemenge arabischer Schriftzeichen und Ligaturen
mit indischen Ziffern oder ganz sinnlosen Schnorkeln. Was die Handschriften
bieten, ist typographisch nachgebildet in der Bombayer Ausgabe der lhwin
ag-safa I 8. 110; wie weit der Unsinn getrieben wird, zeigt eine Angabe
liber die persische Schrift, wonach die neun Zeichen 22 & e w2 K
4 oia cas, das sind die ausgeschriebenen persischen Zahlworter von 1 bis 9,
persische Buchstaben sein sollen!
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durch die sechs dem gemeinsemitischen Alphabet zugefiigten neuen
Buchstaben é-fb Ve S z !, Dab diese arabische Schreibung nicht
erst im 5. Jahrhundert der Higra aufkam, wie pE Sacy (Gr. arabe, I,
S. 74, Nole 6) vermutet, beweisen sowohl die von KARABACEK ver-
offentlichten Proben — nach dem Fithrer S. 201 kommt schon im
Jahre 851 b (fir 2) mit dem Zahlwert 900 vor — wie die aus
dem 10. Jahrhundert stammenden Schriften der 1 wan ag-gafa.
Wo und wielange neben dieser spezifisch arabischen noch die von
pE Sacy a.a. 0. S. 74 erwithnte gemeinsemitische Bezeichnung be-
standen hat, milfte genau untersucht werden.

Durch den iiberschiefenden sechsten Buchstaben gewinnt die
arabische Zahlenschrift die Moglichkeit, die Tausender und alle
Potenzen von Tausend in beliebiger Hohe ohne Accente und andere
Hilfszeichen bequem darzustellen. Eine Tabelle dieser Art findet
sich in der Bombayer Ausgabe der Schriften der 1hwan aﬂs-safﬁ,
Bd. I, S. 25; in vereinfachter Form zeigt die nachstehende Ubersicht
den von ihr dargestellten Zahlenraum:

11105100 5| 1000 ¢ 10000 & | 100000 &
251208 | 200 5 | 2000 & | 20000 & | 200000 &,
3z 130 3 | 300 x| 3000 &| 30000 & | 300000 &
40 40 o | 400 & | 4000 Zo| 40000 g | 400000 &
5 |50 . | 500 & | 5000 £ | 50000 | 500000 &
65 | 60 4| 600 2 | 6000 £, 60000 g | 600000 &=

75 (70 ¢ | 7005|7000 g5 70000 ze| 700000 &3
8z |80 2| 8000s | 8000 &> 80000 & | 800000 o
91 | 90 4o| 900 B | 9000 gb| 90000 zwo| 900000 b

g0 00 rp:0

i

Die Schreibung beliebig grofer Zahlen vollzieht sich nach diesem
Schema ohne alle Schwierigkeit; die Wiederholung des Zeichens g
liefert die Million =& und die hoheren Potenzen von 1000, wie
durch die Wiederholung von Mu bei den Griechen die Potenzen
von 10000 dargestellt werden?.

eines oberen Punktes entstanden.

? Was iiber die Schreibung grofler Zahlen bei den Syrern in A.Th.
HormaNNg Grammatica Syriaca vom Jahre 1827, S. 82, in der Bearbeitung von
A. Merx 1867, S.15/16 mitgeteilt ist (vgl. auch R.Duvar, Traité de gramm.
syr., 1881, S.15/16), macht den Eindruck gelehrter Erfindung der Gramma-
tiker und ist kaum irgendwo wirklich angewandt worden.
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Nur von den indischen Ziffern aus konnte man auf die von
Alberani (973—1048) in seiner Chronologie und in Anlehnung an
ihn von Alhazini (gest. um 1130) in seiner ,,Wage der Weisheit*
mitgeteilte Methode! verfallen, die arabischen Zahlbuchstaben zur
Sicherung grofier, mit Ziffern geschriehener Zahlen derart zu
verwenden, daB z. B. 37045 durch so £C oder 50086 durch &z,
dargestellt wurde. Ich weif nicht, ob davon hiufiger Gebrauch
gemacht wurde, oder ob das an der Schachbrettaufgabe entwickelte
Beispiel nur einen Einfall Albértunis bedeutet.

Die hebriischen Zahlbuchstaben X bis ® an Stelle der
Ziffern und einen Kreis fiir die Null beniitzt Abraham ibn Ezra
(1092—1167) in seinem Rechenbuch® Byzantinische Beispiele einer
Verwendung der griechischen Buchstaben a bis & mit einem
besonderen Zeichen Yy fiir Null und von Ziffern mit punktformigen
Nullen hat J. L. Heisere in der Festschrift fir Canror (Abhand-
lungen zur Gesch. d. Math., 9. Heft, 1899, S.165 und S. 173 oben;
vgl. noch S. 174) mitgeteilt. Sie gehoren Handschriften des
15. Jahrhunderts an® und verraten in vielen Teilen nach An-
ordnung und Stoff arabische Quelle. So fehlt auch nicht der
dmhagioouog  tod Zatpikiou (= Safrang) mit der falschen Zahl

YNl BaPyygned LILenyn, also

9.387.212.036.854.775. 808, die

9.223.372.036.854.775.80 8 heifen miite;
die indischen Ziffern heifen dpidpot Tlepowkoi, die Regel de tri
wird 6 Tfig hoyioTikAig pavTig genannt.

Far die Geschichte der Ausbreitung der indischen Ziffern
nach dem Westen ist es notwendig, literarische Nachrichten tber
das System der neun Zeichen und urkundliche oder literarische
Beweise fiir ihren tatsichlichen Gebrauch in Wissenschaft oder
Praxis streng auseinanderzuhalten. Was tiber die Neupythagoreer
in dlterer und neuerer Zeit behauplet oder vermutungsweise aus-
gesprochen worden ist, muf hier ebenso aus dem Spiel bleiben wie
der gefilschte Boetius. Die ilteste einwandfreie Nachricht iiber
das indische Rechnen hat F. Nav in einer Schrift des Syrers Severus
Sabokht aus dem Jahre 662 entdeckt (Journ. As., 10. Série, Bd. 16,

! Vgl. E. Wiepemany, Beitriige zur Gesch. d. Naturw. XTV, in Sitzungsber.
d. Phys.-med. Sozietiit in Erlangen, Bd. 40, 1908, S. 19, Note * und S. 50.

* M. SiLBERBERG, Sefer ha-Mispar, Das Buch der Zahl, ein hebriisch-
arithmetisches Werk des R. Abraham ibn Esra, 1895, S.2 und 95.

3 Etwas dlter ist Maximus Planudes, vgl. Cavror I3 8. 510.
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1910, S. 225). Der Verfasser! wendet sich darin gegen die An-
maBung der Griechen, die behaupteten, alle Wissenschaft erfunden
zu haben, und fiihrt neben Babyloniern und Syrern, d. h. Assyrern,
als Begriindern der Astronomie auch die Inder als Astronomen
und Mathematiker an, indem er u. a. sagt: ,,Ich will nicht sprechen
von der geschickten Art ihres Rechnens und ihrem Rechenverfahren,
das alle Beschreibung iibersteigt, nimlich dem mit neun Zeichen . . .*.
Aus dem Wortlaut des Textes konnte man den Schluf3 ziehen, dak
damals die Null noch nicht erfunden gewesen sei; dies wire
aber insofern voreilig, als auch in weit spateren Schriften nur von
den ,neun Zeichen* und dem besonderen Zeichen fir das Leer-
bleiben von Stellen die Rede ist.? Die dlteste urkundlich auf
indischem Boden nachgewiesene Null datiert aus dem Jahre 738
(Cantor 18, S. 603, nach E. Cuive Baviey, Journ. R. As. Soc., New
Ser., Bd. XV, 1883, S. 27); die ilteste arabische Null, in arabischen
Urkunden das dlteste Beispiel der indischen Ziffern tberhaupt,
findet sich in der Jahrzahl 260 einer Papyrusurkunde (Fiithrer N. 798,
S. 216/7; entspricht dem Jahre 8734 n. Chr.). Dazwischen liegt das
Buch de numero Indorum des Mubhammad b. Musa, das
die Null als einen circulum parvulum (mit dem vom Ubersetzer oder
Bearbeiter der Schrift herrithrenden Zusatz in similitudine .o. literae)

! KarpiNskl gibt in seinem Aufsatz Hindu numerals among the Arabs
(Bibl. Math., 3. Folge, Bd. 11, 1910/11, S. 98) irrtiimlich die Zahl 622 A. D. an.
Severus Sabokht ist auch nicht ,ein gewisser S. S.“, sondern eine GroBe
der syrischen Literatur, wie Nauv selbst noch in der genannten Abhandlung
andeutet: ,homme de grande valeur qui a inflaé beaucoup sur la littérature
syriaque — il a été éveéque de son monastére, il en a fait un centre
d’études grecques... Nous pouvons &tre certaine que la connaissance
des chiffres indiens, constatée en 662 au bord de I’Euphrate (d. i. am oberen
Euphrat im Kloster Qenneirin bei Nisibis) chez Sévére, a été transmise
par lui & des nombreux disciples’. Weniger kann ich mich mit der Folgerung
Naus einverstanden erkliren, daB es die Syrer gewesen seien, die die indischen
Ziffern den Arabern und den modernen Griechen vermittelten. Es fehlt doch
jede Spur eines Zusammenhangs zwischen dem Kloster des Severus und
dem Hofe Alma’mins, und Severus Sabokht selbst ist mit seinen
mathematischen Interessen eine ganz vereinzelte Erscheinung bei den Syrern
(vgl. J. Ruska, Studien zu Severus bar Sakki’s Buch der Dialoge, Zeitschr. f.
Assyriol., Bd. 12,1896, S. 10).

? Vgl z. B, die von E. Wizpemann iibersetzte Stelle aus Ja‘'kibi, in
den Sitzungsber. d. Phys.-med. Sozietit Erlangen, Bd. 40, 1908, S, 38. Die

Unterscheidung zwischen der Null und den Ziffern hat sich bei uns bis ins -

16. Jabrhundert erhalten (Fr. Unaer, Die Methodik der praktischen Arithme-
tik, Leipzig 1888, 8. 70).
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beschreibt. Man wird also annehmen diirfen, daB das indische
Ziffer- und Rechensystem, wenn es bei den Arabern am Anfang des
9. Jahrhunderts wissenschaftlich gelehrt wurde, im Laufe dieses und.
der folgenden Jahrhunderte in der islamischen Welt sich auszu-
breiten begann. Wenn es die griechischen und arabischen Zahl-
bezeichnungen nur langsam verdriingle, da selbst Astronomen und
Geographen fiir ihre Tafeln an den gewohnten Zeichen festhielten,
so steht dem genau die gleiche Erscheinung im Abendland gegen-
tber. Die iltesten dokumentarischen Spuren der Ziffern reichen
hier bis ins 10. Jahrh.! Ungeachtet der Bemiihungen des Pisaners
Leonardo (Liber abbaci 1202) und anderer Meister bediente man
sich aber in Wissenschaft und Praxis noch Jahrhunderte lang der
romischen Zahlzeichen, so daf diese in Deutschland um 1500
geradezu ,,deutsche Zahlen* im Gegensatz zu den ,,Ziffern* heifen.?

VI. Uber die Erbteilungsaufgaben in der Algebra des
Muhammad b. Musa und die urspriingliche Anwendung
der Termini mal und scha:’.

Als weitere Quellen fiir die Geschichte des Rechnens und der
Algebra kommen die arabischen Abhandlungen iiber Erbteilung
in Betracht. Bisher ist von ihnen in der Geschichte der Mathematik
noch nirgends Gebrauch gemacht worden, obgleich sich vom Erstling
dieser Verbindung von Mathematik und Rechtswissenschaff, der
uns in Muhammad b. Musas ,,Algebra* vorliegt, durch Jahr-
hunderte hindurch eine gewohnheitsmiifiige und sachlich begriindete
Vereinigung von Rechenkunst und Erbteilungswissenschaft verfolgen
ldBt. Ich erinnere an den 895 gestorbenen Historiker, Astronomen
und Mathematiker al-Dinawari, der das ganze von Muhammad
b. Musa behandelte Gebiet in besonderen Schriften darstellte?®, an
den Kadi ‘Abd al-Hamid aus Basra, ,,sehr gelehrt in Rechenkunst,
Algebra, Ausmessungslehre und Erbteilung', sodann an Abu

! Hierzu sind die Nachweise in Switn und Kareinski, The Hindu-
Arabic Numerals, Boston and London 1911, S.137 fl. zu vergleichen.

2 Fr. UNGER, a. a. 0., S. 14,

* Der Fihrist erwithnt von ibm S. 78 ein Buch iber hisab alhind, ein
Buch aldam’ waltafrik, ein Buch aljabr walmukabalah, ein Buch nawadir aldabr,
ein Buch alwas®ja und ein Buch hisab aldaur. Vgl. Surer, Die Math. und Astr.
d. Araber, 8. 31, N. 60. Al-DTnawari starb 895.

4 Suter, a.a. 0., S. 38, N. 72.
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Kamil Suga‘ b. Aslam?!, ferner an die zahlreichen von Ibn
al-Farad1i (Bibl. arabico-hisp., Bd. VIIl) erwihnten Kenner der
Erbteilung und Rechenkunst?, an den Rechner al-Missisi3, an
Sinan b. al-Fath* an ‘Abd al-Kahir b. Tahir aus Bagdad®, an
al-Wanni und seinen Schiller ‘Abdallah b. Ibrahim al-Habri®
und, um noch einen Mathematiker der Spitzeit zu nennen, an
al-Kalasadi, der auBer einer Reihe von Schriften iber Arithmetik
und Algebra auch ein Werk iber das Ganze der Erbteilung ver-
fafte’. Man wird gewiB keine bedeutenden mathematischen Sitze
in diesen Schriften entdecken, aber man wird auf alle Fille den
Wurzeln der Rechenkunst der Araber und den praktischen
Grundlagen ihres Interesses an der Mathematik niher kommen,
wenn man dem biirgerlichen Rechnen mehr Aufmerksamkeit schenkt.
Die Bediirfnisse des Lebens in Handel und Verkehr, beim .Kauf
und Verkauf von Waren aller Art, von Hausern und Grundstiicken,
Tieren und Sklaven, beim bankmifigen Geldverkehr, bei der Voll-
streckung von Testamenten und der Verteilung von Hinterlassen-
schaften, bei der Erhebung von Zollen, Ertrags- und Vermdogens-
steuern usw. muBten unter allen Umstinden rechnungsmibig be-
handelt werden und wurden auf Grund von Geldwert, Ma und
Gewicht nach praktischen Regeln erledigt. Von diesen Aufgaben
und Erfordernissen mufi man iberall ausgehen, wenn man den
natiirlichen Entwicklungsgang der Rechenkunst beschreiben und
nicht ein zu schattenhaftes Bild von der Entstehung mathematischer
Methoden und Aufgaben geben will.

1 Surer 8. 43, N. 81. Nach Haggi Halifa schrieb Abd Kamil ein
ja bilgabr walmukabalah.
ek ‘:lg:i:iaN. gl. 84. 86. 87. 91. 92. 100. 101. 106. 121, 128. 134 usw.

¢ Surer S. 66, N. 145; kitab alwasdja und kitab hisab aldaur; Fibr. 281.

4 Surer S. 66, N. 149 ; kitab alwasdja.

5 Qurer S. 90, N. 199. Er war nach Ibn Hallikan I, 298 in .der
Aritbmetik und Erbteilung sehr bewandert und schrieb iiber letatere — nicht
iiber die Arithmetik, wie bei Surrr vermerkt ist — mehrere Werke, worunter
eins den Titel kitab altakmilah fihrt, also wobl eine Weiterfihrung des ent-
sprechenden Kapitels bei Muhhammad b. Miisa darstellt. ‘

¢ Surer S. 103, N. 229 und S.108, N.250. Das Hauptwerk des um 1083
gestorbenen al-Habri, das Kitab altallis fi ‘ilm alfar®’id, beﬁm'iet sich im
Besitz der Konigl. Bibliothek zu Berlin. Ks wire in erster Linie einer Unter-
suchung wert, da es zahlreiche mathematische Kapitel entbalt. (Vgl.
W. Aurwarpr, Verzeichn. d. arab. Hes., IV. Bd,, S. 186 ff.)

7 Surer S. 180, N. 444; der Titel des Werkes S. 182.
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Wenn die Erbteilungsrechnungen wirklich durch und durch
arabisch wiren und ganz und gar auf dem Koran beruhten, so
milite man den Gang der Entwicklung von den zu Muhammad
b. Musas Zeit begriindeten Rechtsschulen (Ab@ Hanifah starb
im Jahr 767, Malik b. Anas um 795, Muhammad al-Safi'T um
820, Ahmad b. Hanbal 855) zu den Aufgaben der Algebra ver-
folgen konnen. In Wahrheit liefert das Erbrecht nur den Rohsloff
fur die Aufgaben, und ob die Technik der Rechnung arabisch ist
oder nicht, mub erst untersucht werden. Wenn wir uns erinnern,
daB auch die romischen Juristen schon ihre Freude an verzwickten
Erbfillen hatten und sie durch praktische Rechenkunst oder salo-
monische Weisheit zu entscheiden suchten (Canrtor 1%, S. 561), so
werden uns berechtigte Zweifel an der Originalitit der arabischen
Behandlung der Aufgaben aufsteigen, und wenn wir finden, dal es
sich vielfach um Auflosungen von Gleichungen ersten Grades mit
Hilfe von Ausgleichung und Erginzung handelt, so konnen wir
jetzt ohne Zaudern griechische Vorbilder annehmen.

Man wird nicht daran zweifeln konnen, daf in den Kreisen
der Steuerheamten, der Notare, der Vermessungsbeamten, der Kauf-
leute und Bankiers fiir alle in den regelrechten Geschiiftsgang ein-
schlagenden Aufgaben eine feste Uberlieferung bestand, die den
Anwiirtern und Schreibern ebenso beigebracht wurde, wie es heut-
zutage in den Amisstuben und Kontoren geschieht. Aus diesen
Kreisen mogen die ersten Anregungen zur Aufzeichnung und Aus-
arbeitung von Musterbeispielen gekommen sein, und nichts anderes
als eine solche Sammlung von Vorschriften und Beispiclen fiir den
allgemeinen Gebrauch, mit genauer Anweisung fiir die Durchfiihrung
der Rechnungen, will Muhammad b. Miisas Buch vorstellen.
Das Fehlen wirklich aus dem Leben gegriffener Aufgaben im ersten
Teil der Algebra, also im Bereich der quadratischen Gleichungen,
die Armseligkeit der Beispiele in dem Kapitel von den Geschiiften,
der schematische Charakter vieler Beispiele in andern Teilen des
Buches deutet auf den Mangel einer durchgebildeten Ubungs- und
Schulliteratur, wie wir sie heute in den Werken und Aufgaben-
sammlungen fiber kaufmiinnische Arithmetik, tber die Regeldetri
u. dergl. besitzen; die quadratischen Gleichungen, die bisher als
Hauptstick und Hauptzweck der ,,Algebra® galten, erscheinen jetzt
mehr als prunkvolle Fassade und gelehrte Zutal, oder wenn man
will auch als Beginn des Ubergangs zu den rein wissenschaftlichen,

spekulativen Fragen und Interessen der Mathematik.
Sitzungsberichte der Heidelb. Akademie, phil.-hist. KI. 1917. 2. Abh 4
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Ist die hier vorgetragene Auffassung richtig, so mﬁss'en wir
auch von dem gemeinen Sprachgebrauch und den p .raktlschen
Aufgaben, also von den Aufgaben ersten Gr§des, nicht von de‘n
quadratischen Gleichungen aus zum Verstindnis defr Termmologlfe
vorzudringen suchen. Es ist dann klar, daf der in a!len Auf-
gaben wiederkehrende, grundlegende Begrlffn kein ande.arer
sein kann als der einer Geldsumme, eines Vermoge.ns, sei es
bekannt oder unbekannt, Kapital, Erbmasse oder Wert einer .Ware.
Alles dies und noch mehr wird durch das Wort Sk mal.bezelchnef.
Im Koran, den wir als ilteste Quelle anfiihren, finden Vt’ll‘ das ant
mal und den Plural amwal in der Bedeutung Vermogenl Besitz,
Geld und Gut, Reichtum, hiufig auch in der Verbindung ,,Giiter und
Kinder* oY}y Jtsst oder ,,mit ihrem Gut und.Blut“ (..é.mml_», ‘..glijncilb,
es ist vom Aufzehren des Gutes der Waisen, vom A}xsg(e‘)ben. er
Reichtimer auf dem Wege Gottes die Rede, ,,Kapxtahe‘r‘x heifen
St 4a¥t sy A i. capita bonorum, und ,.er l‘lﬁl]ft Gu.t l:{1uf S ntzi
gama‘a malan (Sure CIV, 2). In den Aphroditopapyri kann Ena !
mit Geld oder Steuerertrag, Steuersumme ibersetzen (Lo e JRe
NN Ry SeCE hurtig, hurtig mit dem, was von der Steue—r zus.a“r;mzan-
kommt), gutes, d. h. vollwertiges Geld ist b Sle mal fajjib, das
Schatzhaus heift St v bait almal, das Einsammeln der Steuer-

betrige SUS =z dam® almal.

In seiner ganz allgemeinen Bedeutung, als vorhandel?es oder
angenommenes Vermogen, wird das Wort in den Erb"tellungs-
aufgaben gebraucht. Zwei Beispiele mit wortgetreuer Ubersetzung

5 A i
mogen zugleich die Art der Aufgaben erldutern:
iy Lgialy Lzmyy iy wnfdS 8! JE 5 (Roses S. 67/68)
R S Lo (yeis Jgd g',«.to), u‘ 3
Sl pasd by Las I N e e (§6 Ve A8 (o bie
Ol feim ganayfy O (g4 fej e R aahe O gl 89
oty Kl Gld K8 oaaply XS Bt (P W;‘d‘&ri-ﬁ-m
32 KL 59y (yarayly X (54 fosm pine Rawad> SIS e I
T . P .
ol KIS e W LS"’}‘U Loz yapiiemy 5Ly Lt ol LS pmand
Rila (yally oy gty Kile gl KELaxks o9y aday SIS o @mﬂ,
O pgalim b K5, 000 gad e (o Ay Kila led s
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Nach Rosen S. 89/90: If the instance be: »A woman dies,
leaving her husband, @ son, and three daughters, and bequeathing
to a stranger one-eighth and one-seventh of her capital®; then you
constitute the shares of the keirs, by taking them out of twenty,
Take a capital, and subtract from it one-eighth and one-seventh
of the same. The remainder is, a capital less one-eighth and one-
seventh. Complete your capital by adding to that which you have
already, fifteen forty-one parts. Multiply the parts of the capital,
which are twenty, by forty-one; the product is eight hundred and
twenty. Add to it fifteen fourty-one parts of the same, which
are three hundred: the sum is one thousand one hundred and
twenty parts. The person to whom one-eighth and one-
seventh were bequeathed, receives one-eighth and one-seventh
of this. One seventh of it is one hundred and sixty, and one-
eighth one hundred and forty. Subtracting this, there remain eight
hundred and twenty parts for the heirs, proportionably to their
legal shares.

In wortlicher Ubertragung nach dem Arabischen: »Und wenn
er (oder jemand, erg. J35U) sagt: Eine Frau starb und hinterliel
ihren Gatten und ihren Sohn und drei Téchter und vermachte
einem Manne ein Achtel ihres Vermo gens und sein Siebentel; so
stelle die Anteile der (gesetzlichen) Erbschaft auf, indem du sie von
zwanzig nimmst. Nimm also ein Verméogen und wirf weg sein
Achtel und Siebentel, so bleibt ein Vermogen weniger ein Achtel
und ein Siebentel. Vervollstindige nun (Ms) dein Vermégen, und
das ist (oder besteht darin), daf du zu ihm hinzufigst fiinfzehn
Teile von einundvierzig Teilen; schlag dann (d. i. multipliziere) die
Anteile der Erbschaft, namlich zwanzig, in einundvierzig, so wird
das achthundert und zwanzig; fiige dann diesem hinzu fimfzehn
Teile von einundvierzig, und das sind dreihundert Teile, so gibt
dies alles tausend und hundert und zwanzig Anteile; fir den, dem
davon das Achtel und das Siebentel vermacht wurde, ein Siebentel
davon und sein Achtel, und das ist dreihundert, das Siebentel
hundert und sechzig und das Achtd hundert und vierzig; somit
bleiben achthundert und zwanzig Anteile zwischen den Erben ge-
maf ihren Anteilen.*

Einige der auffallenderen Abweichungen der Rosenschen Uber-
setzung sind durch Kursivdruck hervorgehoben; sie bestiitigen die
Beobachtung, daB die Wiedergabe der Kunstausdriicke unzuverliissig
ist. Das #ndert nicht immer viel am Sinn, macht aber eine

4>
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Wiederherstellung der Ausdriicke aus der Ubersetzung unmoglich
und alle darauf gebauten Schlisse unsicher.

Muhammad b. Musa sagt seinen Lesern nicht, wie er zu
den zwanzig Anteilen fiir die Erben kommt. Sie wissen als Muslime,
daf dem Koran gemifs (Sure IV, 13) der Gatte nach Abzug der
Legate auf ein Viertel des Nachlasses Anspruch hat, wenn Kinder
miterben, und daB ein Knabe doppeltsoviel vom Rest erhilt als
ein Midchen (Sure IV, 12); auch ist fir das Legat die Vorschrift
eingehalten, daB der Erblasser hochstens iber ein Drittel seines
reinen Vermogens frei verfigen darf.! Die Tochter erhalten also
je 1, der Sohn % von § des Vermogens, d. i. o, +%5, o5, vo» der
Vater 45 von dem, was nach Abzug des Legates noch tbrig bleibt.
Um ganz klar zu sein, hitte Muhammad b. Misa weiter hinzu-
fiigen mussen, daB % und } zusammen $§ des Vermogens sind,
dah man also fir die gesetzlichen Erben 41 von 56 Teilen tibrig
behilt und darum 1% des Restes zu diesem hinzuftigen mufs, um das
vollstindige Vermogen zu erhalten. Damit er ganze Zahlen erhilt,
multipliziert er 20 mit 41 und gewinnt so die Zahl 820. Diese 820
sind um 15 weitere Teile, d. h. um 15.20 = 300 zu vermehren.
Die Schlubrechnung konnen wir dann in Form einer ,,Abrechnung
mit den Erben‘* wie folgt darstellen:

41 .20 + 15-20 = 1120

1120:7 = 160

1120:8 = 140
Fuar das Legat 300 = 300
Bleiben fiir die Erben 820.

Es ist wohl moglich, daB wir in diesem Verfahren ein Bei-
spiel der ilteren Technik vor uns haben, und daf die Aufgabe mit
ilren einfachen Bedingungen zu dem Bestand von Musterbeispielen
gehort, die schon vor Einfithrung der Gleichungen bei den Erb-
richtern und Notaren zur Einibung der Teilungsregeln gehorten.
Eine Stufe weiter fithrt ein Beispiel, das ich nach dem Text S. 86
mit Anwendung von Ziffern #nd von Abkiirzungen fiir die Worte
Vermogen, Dirhem und Anteil — dieser heifit hier i nasib
statt wgw salom, ein Fingerzeig dafiir, daf die Aufgabe einer
andern Quelle entstammt — genau wiedergebe:

,Ein Mann starb und hinterliek vier Sohne, und vermachte
einem Manne, was soviel ist als der Anteil eines von ihnen und

1 Vgl. Tu. W. Juyneory, Handbuch d. islam. Gesetzes, Leiden 1910, S. 255.
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das Viertel dessen, was bleibt von dem Drittel [des Vermdgens nach
Abzug des Anteils — von Rosen erginzt], und einen Dirhem. Dann
ist die Vorschrift hierfir, daf du nimmst } eines Vm., dann weg-
nimmst (wegwirfst) von ihm einen Ant., so daB bleibt } weniger
ein Ant. llierauf nimmst du weg } von dem, was dir geblieben
ist, d. h. { von } weniger } eines Ant, und nimmst auch weg
| Dhm., so bleibt dir $ von } eines Vm., das ist 1 des Vm., we-
niger  eines Ant. und weniger 1 Dhm. Dies fiige nun zu (den
noch vorhandenen) ¢ des Vm. hinzu, dann hast du 11 Teile von
12 (rl‘eilen) eines Vm. weniger § eines Ant. und weniger 1 Dhm.,
die gleichkommen 4 Ant. Erginze dies nun (3 ~>) mit §
eines Ant. und mit 1 Dhm., so werden 11 Teile von 12 eines V.
gleich 4 Ant. und £ eines Ant. und 1 Dhm. Vervollstindige
nun (M) dein Vm. und zwar dadurch, daB du zu den Ant. und
dem Dhm. hinzufigst 1 Teil von 11 Teilen von ihnen, so be-
kpmmst du 1 Vm., das gleich ist 5 Ant. und 2 Teilen von 11 Teilen
eines Ant., und 1 Dhm. und 1 Teil von 11 Teilen eines Dhm.*
Driicken wir den Text in unsern gewohnten Zeichen aus, in-
dlem wir das Legat = x, das Kapilalvermégen = k, den Anteil
eines Sohnes = t, den Dirhem = A selzen, so kommen wir durch
die Ausfihrung der vorgeschriebenen Operationen zunichst zu der
Beziehung
Jk—x=}k—t—}(3k—t)—A=3.1k—3t—A,
dann zu der Gleichung
$k+1k—3t—A=1Hk— 3t —A=14¢
woraus durch aljabr 1} k=43t + A und durch ikmal
k=43t 4+ & - 43t 4+ 150 = 5t + 1A,
Muhammad b. Musa fihrt nun weiter fort: »Willst du aber
den Dirhem als ganze Zahl (lsu=\0) heraushekommen, so ver-
vollstindige dein Vermégen nicht, sondern wirf fort (~sb1) von den
11 Teilen des Vm. einen mit dem Dhm. (d. h. gegLejn den Dhm.
der andern Seite) und teile die 10 bleibenden gemif; den Anteilen
in 4 Ant.; dann sind sie 4 und 4 eines Ant., folglich isl der
Quotient 2 und 2 Teile von 19 Teilen ecines Dirhem. Mache
also das Vermogen gleich 12 (erg. Dirhem), so ist der Anteil zwei!
und 2 Teile von 19 Teilen. — Und wenn du willst, daf der An-
teil ganz(zahlig) herauskommt, so vervollstindige dein Vm. und
erginze es, dann ist der Dhm. 11 vom Vermogen.* Das heifit in

! Im Text steht irrtiimlich ¢egw stall gesl.
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unsere Ausdrucksweise tbertragen: wenn man in der Gleichung
14 k = 43 t + A das Kapital = 12 A setzt und beiderseits A
wegnimmt, so bleibt 10 A = 4% t, folglich

t = 10 A = 43 A = 24 A

Den letzten Satz ¢Jle poid Lamwo camaddt S Pt
SUI (e e Xt w208 () 9Kab st iibersetzt Rosen mit “Or
if you wish to exhibit the share distinctly, complete your square
and reduce it, when the dirhem will be eleven of the capital”.
Man sieht, dak die Gewohnheit, mal mit Quadrat wiederzugeben,
hier zu einem ganz widersinnigen Ausdruck fihrt.

Die Ubersetzung gibt noch zu einer Bemerkung iiber die
arabischen Bruchzahlen Anlaf. Bei S. Ginrer findet sich dartiber
S. 200 folgende Schilderung: ,,Von dem spiteren Alkharki (lies
Alkarbhi) und dem noch viel spiteren Beha Eddin wird uns
iibrigens berichtet, daf man auch mit gewohnlichen Briichen
rechnete. Doch lieB man als aussprechbar nur solche zu, deren
Nenner Einer waren; wuchs der Nenner tiber 9 hinaus, so war der
Bruch stumm, und dann gab es fir ihn nur eine umschreibende
Bezeichnung.“ Ungefiihr dasselbe lesen wir auch bei Canror I%,
S. 718, nur daB eine im ganzen zutreffende, von GUNTHER (iber-
gangene Erklirung des Sachverhalts hinzugefigt wird. Roper hat
sogar eine Ahnlichkeit mit dem ,,Aussprechbarmachen* der Briiche
durch Verwandlung in eine Summe von Stammbrichen bei den
Agyptern finden wollen; Cantor zweifelt, ob die Unterscheidung
bereits fir Muhammad b. Musds Zeiten Geltung gehabt habe.
Es wire an der Zeit, daB diese rein philologische Diskussion aus
der mathematischen Literatur verschwinde. Es handelt sich darum,
daB das Arabische von den Grundzahlen 3 bis 10 besondere Bruch-
zahlen bildet, wie fult Drittel, Jums Fiinftel, ‘usr Zehntel'; das sind
die ,,aussprechbaren* Briiche. Fir die Zehner, die als Plurale der
Einer erscheinen, sind entsprechende Bildungen sprachlich unmog-
lich, fir zusammengesetzte Zahlen nur dann, wenn sie in Faktoren
bis 10 zerlegt werden konnen, so dafi z. B. ein Achtundvierzigstel
,ein Sechstel des Achtels* heifit. Selbstverstindlich bestand dieser
- Unterschied, solang es eine arabische Sprache gibt.!

1 Neben der Hauptreihe tult, »udS, fuems, suds usw. bildet das Arabische
auch einzelne Formen nach dem Schema katil, wie talit, hamis, ‘asir. Beide
Arten von Bruchzahlen nebst Bildungen mit dem Suffix -t und Umschreibungen
kommen im Aramiischen vor (Daimay, Gramm. d. jiudisch-palist. Aramiisch,
Leipzig 1894, 8. 101, 102); vereinzelte Beispiele von Bruchzahlen wie tal¢@, hamia,
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Schon Muhammad bh. Misa auBert sich iber den Tat-
bestand in seinem Rechenbuch; die Stelle findet sich S. 17 der
lateinischen Bearbeilung! und lautet: Scito quod fraciones [so]
appellentur multis nominibus in numerabilibus atque infinitis, ut
medietas, tercia, quarta, nona et decima, et una pars ex ximn., et
pars ex .xvur, et cetera. 'Wie man spiter dartiber philosophierte,
zeigt eine Stelle der Ihwan as-safa (ed. Bombay, Bd. 1, S. 28):
,»Und wisse, o Bruder .., daB die gebrochene Zahl viele Rang-
ordnungen (maratib) besitzt, weil es keine ganze Zahl gibt, die nicht
einen Teil hitte oder zwei Teile oder eine Anzahl von Teilen wie
die Zwolf: denn ihr (kommt zu) eine Hilfte und ein Drittel und
ein Viertel und ein Sechstel und die Hilfte eines Sechstels, und
ebenso die Achtundzwanzig und andere als diese beiden von den
Zahlen . . . Und es umfafit sie alle eine Zehnzahl von Worten:
ein Wort von ihnen ist allgemein und unbestimmt (sugss nubha-
mah) und neun sind speziell und bestimmt (K144 mafhamah); von
den neun Worten ist ein Wort urspriinglich (xegices maudi‘ah),
nimlich die ,,Hélfte", und acht? sind abgeleitet (xiiw mustakkal),
namlich das ,,Drittel von drei und das ,,Viertel“ von vier und das
Hiinftel von finf und das ,,Sechstel“ von sechs und das ,,Sie-
bentel von sieben und das ,,Achtel“ von acht und das , Neuntel
von neun und das ,Zehntel von zehn; und was das allgemeine,
unbestimmte Wort anlangt, so ist es der ,,Teil, weil das ,,Eins
von EIf** ein ,,Teil von elf genannt wird, und ebenso von drei-
zehn und von siebzehn und was ihm gleicht; und was die (dann
noch) verbleibenden von den Woértern fir die Briiche anlangt,
so sind sie angehiingt (sélws muddfak) an jene zehn Worter, wie
man statt Eins von Zwolf die Hilfte des Sechstels sagt und statt
Eins von Finfzehn ein Fiinftel des Drittels und statt Eins von
Zwanzig die Hilfte des Zehntels* usw. Spiiter heift die EIf ,,die
erste stumme Zahl, was dann weiter unten (S. 29, Z. 6 v. u)
damit erklart wird, daf sie keinen aussprechbaren Teil besitzt:

raba’, Lome§ auch im Syrischen und Hebriischen. Im Ubrigen werden die Briiehe
wie in den idg. Sprachen durch die Ordinalzahlen oder durch Umschreibung ,drei
von sieben Teilen“ ausgedriickt.

! B. Boncompacny, Trattati d’Aritmelica 1. Algoritmi de numero Indorum.
Andere Bearbeiter, wie Joannes Hispalensis, haben die Stelle gekiirzt, weil sie
nichts damit anzufangen wufiten (a. a. 0., S. 49).

2 Bei Dierenici, Die Propiideutik der Araber, Berlin 1865, S. 6, infolge
Verlesens des Setzers ,nicht“ statt acht,
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a3 O.'.Lu B ] L)taﬁj Pt {..aaS O é,‘ e R 09 s e Lals,
Ich habe bei der Ubersetzung der Aufgabe dem Unterschied im
sprachlichen Ausdruck durch Anwendung von Ziffern fir die ,aus-
sprechbaren** Briiche und durch wortliche Wiedergabe der ,,stum-
men* Briiche Rechnung getragen; es liegt aber, wie man sieht,
nicht der geringste sachliche Grund fiir Unterscheidungen vor, und
es sind keinerlei Geheimnisse hinter den Bezeichnungen verborgen.

VWieder einen Schritt weiter gelangen wir bei Aufgaben, in
denen an Stelle der individualisierten Unbekannten ein allgemein-
gilltiger, fir jede Art gesuchter Grofen verwendbarer technischer
Ausdruck tritt. Zwar kann auch mal als solcher gelten, sofern
es sich um Bestimmung von Geldsummen handelt. Aber
erst mit Einfithrung des Ausdrucks s & schai kommen wir wirklich
s dieser Verallgemeinerung, und es ist zu untersuchen, welche
Bedeutung dem Wort, das als cosa ,,Sache, Ding* in der Geschichte
der Algebra fortlebt, eigentlich zukommdt.

Daf schai’ ein ,,Ding*, eine ,,Sache* bedeulet, ist ganz richtig.
Aber warum wurde gerade dieses Wort zur Bezeichnung der Un-
bekannten gewihlt? Man konnte zuniichst an philosophische All-
gemeinheiten denken. So beginnen die Ihwan as-safa ihre zahlen-
theoretischen Betrachtungen (a. a. 0., Bd. I, S. 23) mit der Bemerkung:
Das allgemeinste der Worte und Namen (nomina) ist, wenn wir
sagen ,,das Ding“, und das ,Ding® ist entweder eines oder mehr
als eines usw. Aber von solchen Abstraktionen kann hier nicht
die Rede sein. Niher kommen wir den Griinden fir die Wahl des
Ausdrucks schon, wenn wir beachten, daf das Wort in vielen
Fillen geradezu im Sinne von mal ,,Besitz‘* gebraucht wird; so wenn
es im Koran Sure VII, 83 (ihnlich XI, 86, XXVI, 183) heift:
pslaish il Lpmedgd ¥y fsally Skl 1a3,l5 ,,gebt volles Mab
und Gewicht und schidigt die Leute nicht an ihren Sachen'. Das
Wort bezeichnet aber in zahllosen Wendungen nicht ein Ding,
sondern ,irgend ein Ding", irgend eine Grofe, etwas, z. B.:
st SUE (e etwas von dem Steuerertrag (sl alte Schreibung fiir
L Der Islam, Bd. 2, S. 248), sake (50 £ g ,,mit etwas von seinem
Wissen, a=df (0 £ g etwas von der Furcht*; daher in Ver-
hindung mit Negationen nichts, z. B. Wi &3 o3 ,,du bist nichts*,
‘Ls“ﬁ‘? 4245 Lo ,,gebt nichts aus*; in Verbindung mit j alles, z. B.
L S 2o per lenkt alles*, ‘.,,Lx: s MG g2 ger st allwissend",

G oot
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b
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AN 5 g S A= ,allmichtig®; mit dem Fragewort ! nwas®,
Z By St o b (b, was st groBer als. . ¢

Mit ,,Etwas‘ im Sinne einer beliebigen noch zu bestimmmenden
Zahl oder GroBe ist daher scha?’ in allen mathematischen Auf-
gahen, wo es zur Bezeichnung der Unbekannten dient, zu iber-
setzen. Ein drittes Beispiel aus den Erbteilungsrechinungen mag
zugleich den Fortschritt in der Bezeichnung veranschaulichen :

P10 snie o Lus w00 50e O3, (k! 93 B (S. 65/66)

O Mk 220 Wl e et ol s ot de L
Uaii %8 omedl el Lk ool e o pSien L Jas
B 20 92 dle e o) aY L S5 o91,0 5
G )l 35 5 5o et Ry o810 Kols i ot

Shey 420] ¢ i Luad s 02,0 Cinaiy w30 KIS Ol WK (X
et 8BS s g o [t g (B a0 M8 ol
Mo aake O f 92y 5 G MG iy Wil K Jous s
ey Gloo 40y il Je Craddl, U PR P PG

BN g o5l (G 2 b 92y Gl Ry Ree ) oK

»Und wenn er hinterlassen hat zwei Sohne und hinterlassen
hat zehn Dirhem an Kapital und zehn Dirhem einer Schuldforderung
gegen einen der S¢hne und vermacht hat einem Manne ein Finftel
seines Vermogens und einen Dirhem, so ist die Rechenvorschrift?,
daB du, was von der Schuld herkommt (herausgebracht wird),
«Etwas» nennst, und es zum Kapital hinzufiigst, so gibt es Etwas
und zehn Dirhem. Dann ziehst du ein Funftel davon ab, weil er
ein Finftel seines Vermogens vermacht hat, und das sind zwei
Dirhem und ein Finftel Etwas, so bleiben acht Dirhem und vier
Finftel Etwas. Dann ziehst du den Dirhem ab, den er vermacht

! Zusatz von Roskn,

? Die Losung der Aufgabe wird erst verstindlich durch die von Rosex
gegghene Erliuterung zum ersten Beispiel dieses Abschnitls: 1f a falber dies,
leavmgl n sons, one of whom owes the falher a sum exceeding the nth parl of
the residue of the father's estale; after paying legacies, then such son retains the
\\'hf)le sum which he owes the falher: part, as a selt-off against his share of the
residue, the surplus as a gift from the father.
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hat, so bleiben sieben Dirhem und vier Finftel Etwas; dann teilst
du es zwischen den beiden Sohnen, so bekommt ein jeder drei
Dirhem und die Halfte eines Dirhem und zwei Finftel Etwas [und
das ist gleich dem Etwas. Gleiche nun damit aus, indem du zwei
Fanftel Etwas] von Etwas wegnimmst, so bleiben drei Finftel
Etwas gleich drei Dirhem und einem halben. Vervollstindige nun
das Etwas, und das besteht darin, daf du ihm zufigst zwei Drittel
desselben und zufugst den Dreiundeinhalb zwei Drittel desselben,
und das sind zwei Dirhem und ein Drittel, so gibt das fanf und
fanf Sechstel und das ist das Etwas, was von der Schuld her-
kommt.*

Das ist in unsere Zeichen iibertragen:

(x +10) — b (x + 100 =8+ § x;
84+ 4tx—1 =17+ ¢x
3L+ gx=x; HJ=%x
Zur Vervollstandigung werden § jeder Seite addiert, also ist
x =3} 44} =34+ 2} = 5%

Es ist bemerkenswert, daf in dem Buch von der Erbtejlung
nur in dem Kapitel ,Von der Rickerstattung® und in den drei
Aufgaben, die zu dem Kapitel ,,Von dem Kapital und der Schuld**
gehoren, von der Bezeichnung der Unbekannten durch das Wort
¢ i schai’ Gebrauch gemacht wird. In dem Kapitel ,,Von der Ver-
vollstindigung" wird dafiir regelméfig gesagt Slo 3= ,,nimm irgend
ein Verméogen an“, in andern Féllen wird sofort eine Zahl, die
einfache Ergebnisse liefert, vorgeschlagen. Es ist nicht zu ver-
kennen, dab bei den verschiedenen Aufgabengruppen verschiedene
Schultraditionen oder literarische Quellen vorliegen, und es wiére
gewiB auch fir die Geschichte der Mathematik nicht ohne Bedeu-
tung, wenn man sich dieser Erbteilungsaufgaben mit mehr Eifer als
bisher annehmen wiirde.!

Fassen wir das Ergebnis zusammen, so fanden wir als natiir-
lichen und urspringlichen Ausdruck fiir die Unbekannle das Wort
mal ,Vermogen“, als MaBeinheit gegebener Geldsummen den
Dirhem. Neben dem Vermégen oder dem NachlaB kann eine
Anzahl anderer Begriffe als Unbekannte auftreten, die entweder auf
Grund der gegebenen Beziehungen zum Vermogen oder durch will-

1 Herr H. WigLuirser (Speyer), dem ich fiir Verbesserungen in diesem
Kapitel zu Dank verpflichtet bin, hat die Aufgaben aufs Neue durchgearbeitet
und wird seine zum Teil von Rosex abweichende, dem Original mehr angepafite
Darstellung in der Zeitschrift f. d. math. u. nat. Unterr. verd(fentlichen,
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kirliche Annahmen beseitigt werden. Die Einfihrung des Wortes
schai’ verleiht der Ausdrucksweise einen allgemeineren Charakter,
ist aber fir die behandelten Aufgaben ziemlich gleichgiiltig.

Deutlicher erscheint das Verhiltnis der beiden Ausdriicke in
dem ‘Liber augmenti et diminutionis’. Diese Schrift umfaBt im
Ganzen neun Kapitel; das erste handelt von dem Vermogen, das
zweite von dem Geschift, das dritte von den Schenkungen, das vierte
von den Apfeln usw. Damit sind jeweils bestimmte Aufgahen-
gruppen bezeichnet, die denselben Grundgedanken mit Variationen
wiederholen. So lautet die erste Aufgabe bei Lipri (Bd. I, S. 305):
Est census de quo ejus tertia dempta, et quarta, fuit octo quod
remansit; daB 8 Dirhem gemeint sind, ist selbstverstindlich. Voll-
sténdiger ist die zweite Aufgabe: Est census de quo dempte fuerunt
ejus tertia et quattuor dragme, et quarta ejus quod remansit, et
residuum fuit viginti dragme. Hier kann von einem ,Quadrat®
schlechterdings nicht die Rede sein; gleichwohl hat man geglaubt,
die sekundire Bedeutung des Wortes mal, die es bei den qua-
dratischen Gleichungen haben kann, tberall einsetzen zu miissen,
und hat sich dadurch den Weg zum Verstindnis einer ganz natiir-
lichen Entwicklung erschwerl. So schreibt Lisri in der Anmerkung
S. 304: ,,0n sait qu’anciennement le mot census signifiait I'inconnue
4 la seconde puissance, et que la res, c’était l'inconnue elle-méme.
On verra quelquefois ici ces deux dénominations confondues dans
des équations qui, ne contenant que la seconde puissance de I'in-
connue et point de premiéres puissances, peuvent étre considerées
comme étant du premier ou du second degré, lorsque on ne tient
pas compte du nombre des racines®, und er glaubt demgemiB den
Ansatz der Aufgaben, in denen das Wort census vorkommt, mit x*
bilden zu miissen, also mit

2 2 2 2 —
X —§ix*—4—F (P —1x —4)=20

fir die oben zitierte Aufgabe, ohne zu bedenken, welches Maf von
Unverstand er damit seinen Arabern zumutet. Gleiches gilt fir
das Kapitel ,,Von dem Geschift. Hier lautet die erste Aufgabe:
Cum censu negociatus est et duplatus est census ex quo donavit
dragmam unam. Deinde negociatus est cum residuo el duplatus
est. Et donavit ex eo duas dragmas. Postea negociatus est cum
residuo et duplatus est. Et donavit ex eo tres dragmas. Et quod
remansit fuit decem. Quantus ergo fuit primus cgnsus? Hier bringt
es Lisni fertig, den Ansatz einmal mit x? und dann mit y zu
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schreiben, weil bei der Anwendung der Methode der zwei Fehler
das Wort mal, bei der gewdhnlichen Methode der Gleichungsauf-
losung das Wort schai’ angewandt ist. In Wahrheit liegt die Sache
so, daB die doppelten Losungen der Aufgaben mit ihrer doppelten
Terminologie wieder auf zwei verschiedene Schulen hinweisen. Wenn
es richtig sein solite, daB die Methode der zwei Fehler aus Indien
stammt, wie der Verfasser im Text! versichert, so wire in Uber-
einstimmung mit der Uberlieferung zunéchst die indische Ter-
minologie zur Erklirung der Ausdricke mal, dirham und schai’
heranzuziehen. Wir kamen damit ohne jede Schwierigkeit auf die
Gleichsetzung von
mal = dhanam ,jun bien, une propriété, une richesse, un
profit* (Roner, S. 23),
schai' = yavat tavat, irgend eine GroBe (gegen Hanker, S. 264,
und Cantor I3 S. 723),

dirham = rupa = rupaka (Cantor I3, S. 620; vgl. Rooer, S.441).
Daf das indische yavat tavat = quantum tantum arabisch kaum
anders und jedenfalls nicht einfacher als durch das Wort schai® zu
ithersetzen ist, ergibt sich aus den oben angefiihrten Belegen. Es
kann daher nur noch zwei Fragen geben: stimmen auch die fur die
quadratischen Gleichungen hinzukommenden Kunstausdricke zu
den indischen, und konnen wir ohne die Annahme direkter Ent-
lehnungen aus griechischen Quellen auskommen?

Es ist zweifellos moglich, ja wahrscheinlich, dak ein Teil der
indischen Termini auf griechische zuriickgeht. So wird ohne
weiteres rapaka mit dpuxu gleichgesetzt werden konnen, und
dhanam kann als Bezeichnung einer positiven Groke mit ta Omdp-
xovta = Besitz, Vermogen, substantia, oder cldog Umapxov = valor
positivus identiseh sein. Nur far die Unbekannte fehlt ein gleich-
wertiger Ausdruck. Das wirde den Schluf rechtfertigen, dak
wenigstens hier eine indische Neuerung vorliegt. Die Aufgaben-
gruppen selbst konnen von sehr verschiedener Herkunft und ver-
schiedenem Alter sein. Die Aufgabe ,,Von dem Geschaft” stimmt
mit der bekannten Aufgabe von der Griechin tberein, die in den
Jupitertempel ging und nach Verdoppelung ihres Geldes zwei
Drachmen opferte (vgl. Ileis, Samml. v. Beisp., 1889, S. 134); Auf-
gaben iiber Apfel und Niisse, wie in dem Capitulum de pomis, tiber

1 8, 305: Compilavi hunc librum secundum quod sapienles Indorum adin-
venerunt de numeratione divisionis etc. Die Erwihnung der Inder in der Uber-
schrift geht auf Rechnung des Ubersetzers.
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Austausch des Geldes, wie in dem Capitulum obviationis?, und Erb-
teilangsaufgaben finden sich auch in der griechischen Anthologie;
selbst die indische Bezeichnung der verschiedenen Unbekannten
durch verschiedene Farben kann in der Aufgabe, die unter dem
Namen des Rinderproblems bekannt ist, ihr Vorbild haben. Nicht
der geringste Anlafi liegt aber vor, in dem Worte mal die Uber-
setzung von dlvomg zu sehen, wie dies zuerst Hanken (a. a. O.
S. 264, Note *) behauptet und CaxTor zustimmend wiederholt hat.
Weder bedeutet ddvaug einen ,,Besitz** oder ecin ,,Vermogen®, noch
konnte ein Araber die richtige Bedeutung ,,Macht®, potentia, aus
der sich unser ,,Potenz® ableitet, mit mal wiedergeben. Nur der
Doppelsinn unseres deutschen Wortes ,,Vermogen* konnte zu
der Vermengung der Begriffe fithren, die sich seit ankeL in den
Darstellungen der Mathematikgeschichte eingenistet hat.

VII. Die Terminologie der quadratischen Gleichungen.

Geometrische Aufgaben tiber Zusammensetzung und Verwand-
lung von Flichen werden den Griechen den ersten Anstof zur
Behandlung und Losung quadratischer Gleichungen gegeben
haben. Bei Mulhammad b. Masa finden wir die geometrische
Konstruktion nur als Mittel der Veranschaulichung, als Beweis fiir
die Richtigkeit der gegebenen Regeln. Die ganze iibrige Dar-
stellung aber und der Charakter der Aufgaben ist rein arith-

metisch. Wir begegnen am Anfang der Algebra den beriihmten
Definitionen:

de ’hlally sl Ol 3 Ll Z.La.s A oot Wy,
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@ Depall A2 gt Ll Ul @ el g ais0 Ly e
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) Lisri, Bd. I, S.345: Duo viri obviaverunt sibi quorum quisque censum
habebat, et dixit unus eorum alteri. Da mihi ex hoc quod habes dragmam, et
habebo quantum tibi remanebit etc.
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Nach Rosen: I observed that the numbers which are required
in calculating by Completion and Reduction are of threje kinds,
namely, roots, squares, and simple numbers relative to nelther. r9ot
nor square. — A roof is any quantity which is to be multlp_lle(l
by itself, consisting of units, or numbers ascending, or fra?thns
descending. — A square is the whole amount of the roqt multiplied
by itself. — A simple number is any number which may be
pronounced without reference to root or square. — A number
belonging to one of these three classes may be equal to a number
of another class; you may say, for instance, “squares are equal
to roots”, or “squares are equal to numbers”, or “roots are equal
to numbers”.

Wortlich: Und ich fand die Zahlen, deren man beim Rechen-
verfahren der Erginzung und Ausgleichung bedarf, gemif drei
Arten, und zwar sind es Wurzeln (gudar) und .Vermégen
(amwal) und absolute Zahl (‘adad mufrad), die nicht bezogen
wird auf eine Wurzel und nicht auf ein Vermogen. Die Wu.r‘zel
(algidv) nun, zu ihr (gehort) alles, was mit sich selbst multipliziert
ist von der Eins, und was tber ihr (der Eins) ist von den Zahlen,
und was unter ihr ist von den Briichen. Und das Verm(“)geTl
(almal) ist alles, was sich ergibt (ansammelt, igfama‘a) aus der l'l'llt
sich selbst multiplizierten Wurzel. Und die absolute Zahl ist
alles von der Zahl, was ausgesprochen wird ohne Beziehur.lg auf
eine Wurzel und ein Vermogen. Unter diesen drei Arten (gibt es)
nun, was einander gleich ist, nimlich wie wenn du sagst ,,Yer-
mogen sind gleich Wurzeln*, und ,,Vermogen sind gleich einer
Zahl“, und ,,Wurzeln sind gleich einer Zahl*.

Eine Anmerkung Rosexs sagt uns noch, dak unter den} Wort
root die erste Potenz der Unbekannten zu verstehen sel. Das
Wort square, lesen wir anderwirts (S. 50, Note *), is used m‘ the

text to signify either, 1st, a square, properly so called, fractional
or integral; 2d, a rational integer, not being a square n.umber;
3d, a rational fraction, not being a square; 4th, a quadratic surd,
fractional or integral. Mit diesen von ihm selbst aufge‘ti']rrr.lten
Schwierigkeiten ist Rosen daher genotigt, sich jedesmal in einer
Fufnote zu entschuldigen, wenn er verninftigerweise mal mit
number Ubersetzt (S. 51, 54, 58, 60, 61, 62, 63) oder gar square-
- root an die Stelle von square setzen muf (S. 53, 62, 64).

Sollen wir nun wirklich glauben, dafi der Schopfer der
arabischen Terminologie einen solchen Wirrwarr von Begriffen auf

PN
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das Wort mal gehiuft hitte? Sollte es nicht moglich sein, aus dem
Labyrinth einen Ausweg zu finden?

Wir werden methodisch richtig verfahren, wenn wir zunichst
die Bedeutung des neu hinzugekommenen Terminus y A= gidr klar-
stellen. Bis zum Beweis des Gegenteils werden wir annehmen
dirfen, daf das Wort einen klaren und eindeutigen Sinn hat.
Dieser Sinn mufi derart sein, daf er widerspruchslos durch den
ganzen Text hindurch bestitigt wird. Nun ist gewif, dah der Zu-
sammenhang zwischen mal und gidr ebensogut durch y - y = x? als
durch yy.yy = x in unsern algebraischen Zeichen ausgedriickt
werden kann; von der Definition aus ist also keine Entscheidung
zu gewinnen. Wer trotz aller Schwierigkeilen nicht davon ablift,
mal mit Quadrat zu ibersetzen, wird mit Rosex entgegen dem
Wortsinn gidr als erste Potenz deuten missen; er kommt aber
dann zu einer terminologischen Schiwierigkeit, denn eine ,erste*
Potenz ist fiir Altertum und Mittelalter ein Unding. Wer aber mal
in seinem natirlichen Sinne, den es iiberall hat, weiter anwendet,
hat auch fiir gidr keine Umdeutung notwendig. Nun wird didr im
Sinne von Quadratwurzel aus einer Zahl unzweifelhaft ange-
wandt und festgelegt durch die Beispiele des Kapitels iiber Addition
und Subtraktion (S. 19). Die Wurzel aus 200 kann auch Rosex
nicht in die ,erste Potenz einer Unbekannten* umdeuten, und wenn
er das Beispiel §pdey ) gands a0l Ee o e W Slay ale
oalle 9 Lot mit “A hundred and a square minus twenty
roots, added to fifty and ten roots minus two squares” wieder-
gibt, so hat er entweder mal oder gidr falsch ibersetzt. Ebenso
verfehlt ist die Ubersetzung von wob of aelaa do o 05 ~haty
Of (ks a5 mpal sl dleol  qme, abmal f o
S & S sl B kSt i mit “If you require to double the
root of any known or unknown square (the meaning of its dupli-
cation being that you multiply it by two) then it will suffice to
multiply two by two and then by the square”; denn es muf heifien -
njede rationale oder irrationale Wurzel aus einer Zahl“.! Alle

! Warum Rosen seine Ubersetzung S. 27 in einer Note S. 192 verbessert,
ohne darauf aufinerksam zu machen, dafs er jetzt mit “the root of a rational or
irrational number” elwas ganz anderes sagt, ist mir nicht klar geworden; noch
weniger, warum er trotz solcher sich aufdringenden Erfahrungen hartnickig dabei
bleibt, ma? mit square wiederzugeben. Richtig wird die Ubersetzung erst, wenn
man die Worte el o pdas auf Lis gidr statt auf Ju bezieht; ein ,,Quadrat”
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Schwierigkeiten verschwinden mit einem Schlage, wenn wir mal,
das Vermogen, mit Zahl, oder, um einer Verwechslung mit der
absoluten Zahl* auszuweichen, mit Zahlgrofe, und gidr mit
Wurzel (im eigentlichen Sinne) tibersetzen. So und nicht anders
sind die Ausdriicke in der Algebra des Muhammad b. Masa
zu verstehen; ob und wie sich an sie eine Weiterentwicklung an-
schlieBt, wird noch zu untersuchen sein. Gehen wir auf die Bei-
spiele zuriick, die auf die oben angefiihrten Definitionen folgen, so
zeigt sich sofort die grofiere Zwanglosigkeit der neuen Ubersetzung.
Wir sagen nicht ,,ein Quadrat ist gleich finf seiner Wurzeln",
sondern ,eine Zahl ist gleich finf ihrer Wurzeln; wir sagen nicht
sein Quadrat, mullipliziert mit seinem Vierfachen, gibt ein
Drittel des urspringlichen Quadrats‘, sondern ,,eine Zahl* usw. —
hier gebraucht auch Rosen den Ausdruck a quantity —; wir tlber-
setzen das Beispiel S. 38 sde ()oK 1S S mpai S S8 1
ok ae S e ails U akie B akype 191 Gl aaladd
nicht mit ,,If somebody ask you for the amount of a square-root,
which when multiplied by its third amounts to ten, the solution
is, that when multiplied by itself it will amount to thirty; and it
is consequently the root of thirly”, sondern mit ,, wenn einer sagt,
eine Zahl, mit ihrem Drittel multipliziert, gibt zehn — so ist die
Methode dafir, daf, wenn du sie mit sich selbst multiplizierst, es
30 gibt, so dak du die Zahl Wurzel aus 30 nennst*.

Sehen wir uns die Beispiele an, in denen ein absolutes Glied
neben Wurzeln und Vermogen vorkommt, so tritt der urspriingliche
und ungekiinstelte Sinn von mal und gidr noch klarer hervor. Denn
ein Araber, dem der Sinn seiner Sprache lebendig ist, fir den also
mal ,,Vermogen* und gidr ,,Wurzel aus einer Zahl* heifit, konnte
ein Beispiel wie Oymd 50>l Kaad> B 5, fo Xyl Opai e
L2,o pilsy Kt BOL,Q)' » JUt e nicht anders lesen und verstehen
als ,,ein Vermaogen, vervielfachst du vier seiner Wurzeln mit fanf
seiner Wurzeln, so werden daraus zwei gleiche Vermogen und
eine Zunahme von 36 Dirhem*. Liit man ,Dirhem* weg
und schreibt ,,Quadrat fir Vermogen, weil wir an x? gewchnt

kann doch fir den Araber nicht ,irrational sein! — Die Stelle beweist brigens,
daB die Begriffe rational (pntég) und irrational (&hoyog) schon Muhammad b.
Misa geliufig waren und nicht erst von Alkarhi ins Arabische ftibergefiihrt
wurden (Cantor I3, S. 764, Gintaer I, S.207). Das ist bei ihrer Herkunft aus
dem liingst bekannten Euklid auch nicht wunderbar. Natirlich ist das surdus des

Leonardo von Pisa Ubersetzung von e\ asamm,
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sind und das Pradikat ,,Dirhem® fiir uns uberflissig ist (Guntuer
a.', a. O S.202), so tut man dem Sinn des Textes Zwang an una verz
sindigt sich an dem Geist der geschichtlichen U])erl?eferun ; die
sprachkundigen Mathematiker des ausgehenden Mittelalterf, die
wortgetreu mal mit census oder substantia wiedergaben, haben '7ed -
falls besser und angemessener tibersetzt. o e
Ich kann das vielleicht am besten durch das Beispiel belegen
das Troprke in seiner Geschichte der Elementarmathematik, Bd I,
S. ?13, aus der Deutschen Algebra von 1461 im Wortlaut ,mitte‘ilt,
E:s ist niit einer Aufgabe bei Muhammad b. Misa identisch deret;
Text nach Rosen, S. 47, wie folgt lautet: wo.. 5.0- u:Lc e
om0 % i b s 50 de ,Ein VEI‘II‘I/" . ; du ni :
. ) =y, ogen; du nimmst
weg seine Wurzel und fiigst zu seiner Wurzel dje Wurzel dessen
\\':fs bleibt, so sind es zwei Dithem®. Der Ansatz ist in u11§em
Zeichen und in genauer Ubereinstimmung mit dem arabischen Text
I}{/:Ch-t}— xv};__\/lﬂ/}j 2 A; wir haben nach dem Wortlaut kein
) D‘,ﬂ‘ 2x — X = 2 A zu setzen, denn wenn wir gidr bei
ler Di efgnz X® — x als ,,Quadratwurzel* anerkennen, missen wir
gidru malin als ,,Wurzel eines Vermogens* mit yx wiedergeben
;]Jild ) lsag.t .denn auch die Deutsche Algebra — ob nach einen;
ble?;;‘:; _a—te‘l;l:c;:gt:oder italienischen Vorbild, mag dahingestellt
. ,,iﬁ\b miv ain jenfus vnd jued) darvon fin wurs vid von dem
a3 vberbelyb an dem senfus sued) od) auf dye wurs, die 3wo 3
tue sufammen da3 2 3al daraus werden,” l e
‘ Dieser Text wird durch VYx - Vx - — Vx = 2A dargestellt
Die Reduktion geht dann nach dem arabischen Text so vro)rAsich.
dafi von beiden Seiten ¥ X weggenommen und Jede Seite mit sicl'
selbst multipliziert wird, so daf 4 A + x — 4yx = x — v I
D.urch mukabalah und gGabr folgt 4A + x =x + 3 v x; das l:t
dlfi zweite Gleichung, die Troprke a. 2. O. mitteilt — ;mnl ve;‘-
lTllﬁt‘ einen Hinweis auf ihre Abhiingigkeit von der ersten ~— uﬁd
aus ihr folgt durch » Wegnahme von Vermogen gegen Verm(')’ﬂen“
aIS(? n0<.:hmals durch mu_abalah 3y x = 4 A: »die \?Vurzel ist gqhe;'
;gflelch"emem Dirhem und einem Drittel, und das ist die WurzelL des
ei:::()];gﬁ}]],z’nﬁ«r_]d das Vermogen ist ein Dirhem und sieben Achtel
et 1Eme gan? stre'znge Wied.ergabe der Form der arabischen
elchungen miufite sich der Zeichen v (Vermogen) und w (Wurzel)
und des Zeichens A (far Dirhem) bedienen; die Beziehung w = v/ v
Sitzungsberichte der Heidelb, Akademie, phil.-hist. KI. 1917. 2. Abh: 5
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wiirde die Gleichungen mit drei ,Arten“ von Grofen auf solche
mit zwei Arten zuriickfihren. Man hatte also nicht x*4-20=12x
zu schreiben, sondern v 4+ 20A = 12 w oder v 4 20 A =12 A2

Die ,Unbekannte*, der Ausdruck schas’, dient fast nur als
Hilfsgroke bei der Ableitung des Ansatzes. So wenn es z.B. (S.28)
heift: ,Zehn; ich teile es in zwei Teile, dann multipliziere ich jeden
Teil mit sich selbst und addiere beide, so gibt es achtundfinfzig
Dirhem* und wenn dann fortgefahren wird: ,Die Methode ist, daf
du einen der beiden Teile «Etwas» nennst und den andern <Zehn
ohne Etwas»; multipliziere dann Zehn ohne Etwas mit sich selbst,
so gibt es hundert und ein Vermogen ohne zwanzig Etwas; dann
multipliziere Etwas mit Etwas, so gibt es ein Vermagen; hierauf
addiere beide, so gibt das hundert und zwei Vermogen ohne
zwanzig Etwas gleich achtundfiinfzig® usw. Wir kénnen hier das
,Etwas“ durch x bezeichnen und erhalten

(10 — x) - (10 — x) 4+ x-x = 58 A oder

100 — 20x + x-x + x-x = 58 A und wegen X-x =V

100 — 20 x + 2v = 58 (A).

So nahe es uns liegt, hier nun mal mit ,Quadrat* wieder-
zugeben, der Text notigt nicht dazu, denn die Schlufgleichung
v 4 21 = 10x wird nachher so erliutert, dah die Halfte der
Wurzeln gleich 5 ist, es wird also sckai’ durch gidr ersetzt und
mal behilt seinen Sinn. Ebensowenig sind wir genotigt oder be-
rechtigt, ,Wurzel* im modernen Sinne als Gleichungsunbekannte
oder als ,Losung einer Gleichung® zu deuten. Das sind Entwicke-
lungen, an die Muhammad b. Msa nicht gedacht hat.

Erst mit dem Ubergang von der arithmetischen zur
geometrischen Form der Auflosung der gemischt quadratischen
Gleichungen kommt jene Bezeichnungsweise zur Geltung, in der
der Begriff gidr durch eine Quadratseite dargestellt wird. Der
Ubergang ist von Muhammad b. Masa so klar und deutlich ge-
kennzeichnet, daB nichts hinzuzufiigen ist. Die Stelle lautet (S. 8
und 9 des Textes):
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Wortlich: ,,Und was nun das anlangl, wobei die Halbierung
der Wurzeln nétig ist von den drei iibrigen Fillen, so habe ich
es in vollstindigen Kapiteln beschrieben und habe fir jeden
Fal.l davon eine Zeichnung gezeichnet, durch welche hin-
gewiesen wird auf den Grund der Halbierung. — Was nun den
Grund anlangt fir <ein Vermogen und zelm Wurzeln sind gleich
neununddreifig Dirhem» — so ist die Zeichnung dafiir eine viereckige
Flache, unbekannt in bezug auf die Seiten (adla® Plural von dil’,
Wf”)rtlich Rippen, vgl. mheupai), und das ist das Vermogen, das' du
wissen willst, und dessen Wurzel du wissen willst, nimlich die Fliche
AB, und jede Seite von ihren Seiten, das ist seine Wurzel; und jede
Seite von ihren Seiten, wenn du sie schligst in eine Zahl von den
Zahlen (d. i. wenn du sie mit irgendeiner Zahl multiplizierst), so
sind die Zahlen, die herauskommen, Zahlen von Wurzeln. Jede
Wurzel ist gleich der Seite dieser Fliche. Wenn daher gesagt
wird, daB zum Vermégen noch zehn seiner Wurzeln kommen, so
nehmen wir das Viertel von zehn* usw.

Dieser ganz klare Text wird natirlich wieder vollkommen
entslellt, wenn Rosex iibersetzt, daB die Figur ,represents the square
(statt the guantity), the which, or the root of which, you wish to
kn.ow“, und ebensowenig ist aus den modernisierten Darstellungen
bei Canror u. a. der Sachverhalt zu erkennen. Wenn wir heute
von ,quadratischen* Gleichungen und vom ,Quadrat der Unbe-
kannten reden, so kommt uns der geometrische Sinn der Bezeich-
nung kaum noch zum Bewufitsein ; der Araber weif aber ebenso-
wenig etwas von viereckigen Gleichungen wie von einem Wort
mal fir ein Viereck. Wenn ibrigens Johannes von Sevilla das
Quadrat der Unbekannten res nennt (Canror I3, S. 802), so ist das
n.atﬁl:lich nicht ,.eine schlechte Ubersetzung von mdl*, sondern
die Ubersetzung von scha’. Wir haben gesehen, dafi mal eben-
sogut wie gidr mit dem Hilfsausdruck schai bezeichnet wird.

.Nunmehr kénnen wir der Frage niiher treten, ob auch die
Terminologie der quadratischen Gleichungen bei den Arabern zu

der indischen stimmt. Sie kann, was den Ausdruck Wurzel an-
5‘



68 J. Ruska:

langt, nur bejaht werden. Denn mag die Herkunft des indischen
mala sein, welche sie wolle, der Araber wufte sicherlich nichts von
der radiz des Boetius (Cantor I3, S. 724) noch von der piln, die
bei Nikomachus vorkommen soll.! Das Wort ist und bleibt eine
Entlehnung aus Indien und wirde eine gewisse Abhingigkeit
der arabischen Algebra von indischen Vorbildern beweisen, auch
wenn nicht noch andere Ausdriicke dafiir sprichen.

Daf Muhammad b. Misd noch nichts von Diophant
weifl, daB insbesondere der Ausdruck mal nicht von dOvaug abge-
leitet werden kann, ergibt sich auch aus der Vergleichung von
Diophants Definitionen mit dem Eingang der arabischen Algebra.
Diophant beginnt (ed. Tanxery, S. 2) mit dem geometrischen
Bild der mit sich selbst multiplizierten Zahl, indem er unter den
Zahlenarten, die auftreten konnen, zunichst die Quadrate nennt
und der Zahl, durch deren Multiplikation das Quadrat entstel:t,
den Namen Quadratseite gibt: Turxavévrwy b\ olv & ToiTorg Mv
pev TeTpaywvwy, of eow ¢ apduod Tvog &g’ Eautdv nol)\un)\a-
gledévrog *© 00Tog Ot & apidudg xaheitr mhevpd ToO TETPpAYWYVOU,
hierauf die Wiirfel, die vierten, finften und sechsten Potenzen
mit den Worten definiert:

Gv b kOBwyv, of eow & Tetpaydwvwy &mi Tag alTdV TAEUPAS
ToAUTAACI0 0 DéEVTWY, , )

GOv d¢ [duvapoduvdpewv,] of elov & TETpaywVWY ¢’ éautoug
mohumhaciag dévTwy, ‘ o

Gv d¢ [duvauoxifuwy,] of eow &k TeTpardvwy émi TOUG dmO
Thg abtig avtolg mheupdg kvBoug ToAum\a 100 ¥EvVTWY,

dv d¢ [kuBokiBwy,] of elov & xiBwv ¢’ Eavtolg molumhadia-

o%évTwy KT . . .

Ich habe die drei Termini eingeklammert, weil ich sie far
Zusiitze von Abschreibern halte; denn nur wenn sie hier fehleP.
gibt die Fortsetzung des Textes einen klaren Sinn: ’Ebomp’o’zoﬁn odv
&aoTog TOUTWY TWV Gpidpdy suvTopwTépav ETwVumiav f'rn:
gduevog aroixeiov TAg apiduntikiic dewpiog elvan * Ku)\eifal olv 0
utv TETpaYwvog dUvamig kal é0Tiv auTig anuelov TO A ém(rn'po‘v Kxf)v
Y, A dovamg® 6 b¢ kUBog . . . O dE & TeTpaydvou &g eaUT,O\f
mohuTAaG1003évTog duvapodlivaprg . . . 6 d& &k Terpoyuvou émi

1 CanTor I3, S.724. Troprke bemerkt (Bd. I, S.214, Anm. 864), dafi er
das Wort piZn bei Nikomachus nicht habe finden kdnnen. ‘t

.
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TOV Gmd TG adT® mheupdg kUBov molumhaciaodévrog duvapdkuBog
... 0 b€ €& kUBou €ouTOV MONUTAAGIGTAVTOC kuBokuBog . . .

Wenn Diophant erst hier den Ausdruck dVvawg d.i. ,,Potenz*
(Steigerung?) fir tetpdywvog einfithrt und von einer ,kiirzeren Be-
zeichnung* der durch wiederholte Multiplikation mit sich selbst
entstehenden Zahlenarten spricht, kann er nicht schon vorher die
sonst unverstiandlichen Worte gebraucht haben.

Fast noch deutlicher als aus diesem Aufbau der Zahlenbegriffe
ersehen wir aus der Fortsetzung des Diophantischen Textes, der die
Erweiterung der Definitionen auf Potenzen von Briichen (dpi8uootév,
duvapoatdv, kuBootdév usw.) und die Multiplikation von Polenzen
und Bruchpotenzen bringt, daB Muhammad b. Masa keinerlei
Kenntnis von diesem Werke gehabt hat. Eine tatsichliche und
grindliche Bekanntschaft mit Diophant ist erst fir die Mitte des
10. Jahrhunderts bei den Arabern nachweisbar. Sie zeigt sich,
was unsere Frage anlangt, in der Weiterentwicklung der Namen
fir die Potenzen hei Alkarhi. Hier wird mal endgiiltig zam ma-
thematischen A quivalent von ddvauc, aber nicht als ,,Ubersetzung“
des Wortes, sondern auf Grund der Definition. Es muf betont
werden, dafi auch die urspriingliche, natiirliche Bedeutung des Aus-
drucks neben der technischen ungeschmilert erhalten bleibt (vgl.
Cantor. I, S. 767, 768 und 621).

Konnen wir nun auf Grund dieser Untersuchungen einfach
sagen, die Algebra des Muhammad b. Masa ist indischen, nicht
griechischen Ursprungs? Das wirde zum mindesten voreilig, ja
verkehrt sein. Denn die geometrischen Beweise fir die Auflosung

' Es ist von grofiem Interesse, daf man in den Schriften der Ihwan
as-safa (ed. Bombay I, S. 37, 38) einer Terminologie begegnet, die den Ausdruck
mal, der von den Gleichungen herkommt, itherhaupt nicht kennt, sondern die
Wurzel gidr und das Quadrat ‘adad magdir = numerus radicatus nennt. Die
Definitionen stehen in einem Abschnitt »lber die Multiplikation (aldarb) und die
Wurzel (algidr, wohl besser wie spiter ,die Viereckszahlen® almurabba‘at) und die
Wiirfelzahlen (almuka®abat), und das, was die Algebraiker und Geomeler von
Ausdriicken und ihren Bedeulungen gebrauchen®. Das Produkt aus irgend zwei
Zahlen heifit eine Viereckszahl ‘adad murabbat, und wenn die Zahlen gleich
sind, eine ,gewurzelle* Viereckszahl ‘adud magdur; die beiden gleichen Zahlen
heifien die Wurzeln. Bei einer nicht quadratischen Viereckszahl heifien dic ver-
schiedenen Fakloren die beiden ,Teile* (népn?) oder ,Seiten* slals (dil'an),
das ist die Ausdrucksweise der Geometer. An anderer Stelle (S. 30) heifit es:
L3t A5 pa paell s Lix [D. o] peay i & o2 3 oae 7y und jede Zahl,
die mit sich selbst multipliziert wird, wird zur Wurzel |heifit gidr], und das
davon angesammelte (das Produkt) wird [oder heifit] magdart.
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der gemischt quadratischen Gleichungen verraten durch die beige-
setzten, dem griechischen Alphabet entsprechenden Buchstaben
(Cantor I3, S. 724) ebenso sicher griechischen Einfluk. Wir dirfen
also von einer Zu sammenarbeitung indischer und griechi-
scher Mathematik sprechen und stehen vor der Frage, welchen
Grad von Selbstindigkeit wir dem Araber zugestehen konnen.

Die Quellen lassen uns auf beiden Seiten im Stich. Wir
haben also die Wahl zwischen verschiedenen Moglichkeiten. Es ist
nicht gerade wahrscheinlich, da die indische Algebra, wie sie
in den bisher wbersetzten Schriften der Astronomen dargestellt ist,
nur in dieser abstrakten oder konzentrierten Form gelehrt wurde.
Es mub Briicken gegeben haben, die vom elementaren Rechnen
zu den Hohen der wissenschaftlichen Mathematik fihrten. Auch
den indischen Lernbeflissenen wird der Begriff der negativen Zahl
erst an Vermogen und Schulden klar gemacht; die Elementar-
mathematiker werden also wohl bei dieser Stufe stehen geblieben
sein, wihrend Astronomen sich in abstrakteren Gedankenreihen
bewegten. Wollte Muhammad b. Masa, wie er selbst ankiindigt,
eine Einfihrung in die Algebra schreiben, so mufile er sich auf
der mittleren Linie bewegen. Dab er sich an uns unbekannte
elementare Schriften hielt, ist an sich ebensogut méglich, als
dak er aus eigenem Anlrieb von der Darstellung der indischen
Astronomen abwich. Welches Maf von schriftstellerischer Selb-
standigkeit wir ihm zatrauen, bleibt solange eine Sache personlichen
Geschmacks, als wir nicht in der Lage sind, éltere Schriften, die
ihm unzweifelhaft als Grundlagen gedient haben, mit seinen eigenen
literarischen Leistungen zu vergleichen. Bis zu welchem Grade dies
moglich ist, kann erst die SchluBbelrachtung zeigen, in der die Er-
gebnisse der Untersuchung der astronomischen Schriften unseres
Autors der Algebra gegeniibergestellt werden sollen.

VIII. Zum Aufbau des Zahlensystems.

Die Sitze, die Muhammad h. Musa als Einleitung den
S.61 zitierten Definitionen voranschickt, haben verschiedene Deutung
erfaliren. Ich wiederhole sie im Urtext und wortlicher Ubersetzung,
um daran einige Bemerkungen zu knipfen:
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Wortlich: ,,Und siehe, nachdem ich betrachtet hatte, wessen
die Leute beim Rechnen bediirfen, fand ich als Gesamtheit davon
die Zahlen, und ich fand, daf die Gesamtheit der Zahlen nur
zusammengesetzt ist aus der Eins, und die Eins eintretend in
die Gesamtheit der Zahlen“™.

»Und ich fand die Gesamtheit dessen, was von den Zahlen
ausgesprochen wird (d.i. wofir es besondere Zahlworter gibt),
was tber die Eins hinausgeht bis zur Zehn, fortschreitend um
den Betrag der Eins; dann wird die Zehn verdoppelt und ver-
dreifacht, wie es getan wurde mit der Eins, so daB daraus die
Zwanzig.und Dreifig entstehen bis zur Vollendung der Hundert;
hierauf wird die Hundert verdoppelt und verdreifacht, wie es getan
wurde mit der Eins und mit der Zehn bis zu Tausend usw.;
dann wird ebenso wiederholt die Tausend bei jedem ‘akd (m)
bis zum AuBersten des Bereichs der Zahl.*

In den Sitzen tber die Eins ist nichls zu finden, was tber
die elementarste Schulweisheit hinausgeht. Sie werden hekanntlich
in der durch B. Boncompaent (Roma 1857) herausgegebenen latei-
nischen Ubersetzung von Muhammad b. Musas Rechenbuch?
in Verbindung mit einer weiteren Bemerkung tber die Einheit
zitiert. Cantor hat (I3, S. 715 u. 16) die Stelle wie folgt deutsch
wiedergegeben:

,»Und ich habe schon in dem Buche Aldschebr und Almuka-
bela, d. h. der Wiederherstellung und Gegenuberstellung eroffnet,
daB jede Zahl zusammengesetzt sei, und daB jede Zahl sich tber

eins zusammensetze. Die Einheit also wird in jeder Zahl gefunden,

und das ist es, was in einem andern Buche der Arithmetik ausge-
sprochen ist. Weil die Einheit Wurzel jeder Zahl und auferhalb
der Zahl ist...."

! Rosen: When I considered what people generally want in calculating, 1
found that it always is a number. [ also observed that every number is com-
posed of units, and that any number may be divided into units,

? B. Boncomracn, Trattati d'Aritmetica, I, S, 2.
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Man muf aber, um den Sinn richtig zu erhalten, folgender-
maben lesen: ,,. . . daB jede Zahl sich tber eins zusammensetze,
die Einheit also in jeder Zahl gefunden werde.—Und das ist es,
was in einem andern Buche der Arithmetik ausgesprochen ist: daB
die Einheit Wurzel jeder Zahl und auberhalb der Zahl ist . . .
Das Zitat aus der ,,Algebra‘* geht nur bis ,,gefunden werde". Exe-
strRoM hat sich durch die freie Ubersetzung Rosens irre leiten lassen,
wenn er! das Aquivalent der Stelle weiter unten in ,,every number
which may be expressed from one to ten, surpasses the preceding
by one unit* usw. sucht. Das folgende Stiick aber ist ein klares
und unzweideutiges Zitat aus einem ,andern Buche iber Arith-
metik*. Was fiir ein Buch dies ist und ob Muhammad b. Musa
damit auf ein von ihm selbst verfafites Buch uber spekulative
Arithmetik anspielt, ist die Frage.

Nach ExnestroM (a.a. 0. S.71) mifle man annehmen, daf
Caxtor den Muhammad b. Muasa zum Verfasser eines solchen
Buches gemacht hitte. Davon ist aber doch nirgends die Rede;
Cantor schlieBt nur, daB, wer so schrieb, ,,in der Zahlenlehre der
Neupythagorier wohl geschult sein mufite®, und ,,daf dem Ver-
fasser dartiber Kenntnisse zu Gebote standen, welche unmittelbar
oder mittelbar auf Nikomachus, vielleicht auch auf Theon von
Smyrna, der am deutlichsten betont hat, die Einheit sei keine Zahl,
zuriickgehen.  Welche Bewandtnis es in Wahrheit mit der Stelle
hat, erkennt man aber sofort, wenn man sie in ihrem gesamten
Umfang beizieht. Sie lautet:

Et iam patefeci i libro algebre et almucabalah, id est restau-
rationis et oppositionis, quod uniuersus numerus sit compositus, et
quod uniuersus numerus componalur super unum. Vnum ergo in-
uenitur in uniuerso numero.

Et hoc est quod in dalio libro arithmetice dicitur: Quia unum
est radix uniuersi numeri, et est extra numerum. Radix numeri
est, quare per eum inuenitur omnis numerus. Extra numerum uero
est, quare inuenitur per se, idest absque alio aliquo numero. Re-
liquus autem numerus sine uno inueniri non potest. Cum enim
unum dicis, inuentione sui non indiget alio numero. Reliquus
autem numerus indiget [indiget] uno: quare non potes dicere duo
uel tria, nisi precedat unum. Nichil aliud est ergo numerus, nisi
unitatum collectio; et hoc quod diximus non potes dicere duo uel

t Bibl, Math., 3. Folge, Bd. 8, 1907/08. S, 70.
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tria, nisi precedat unum: non de uoce diximus, ut ita dicam, set
de re. Non enim possunt esse duo uel tria, si unum auferatur.
Vnum uero potest esse absque secundo uel tercio. Igitur nichil
aliud sunt duo, nisi unius duplicilas uel geminatio: et similiter tria
nichil aliud sunt, nisi eiusdem unitalis triplicatio: sic de reliquo
numero intellige. Set nunc redeamus ad librwm.

Inueni, tnquid algorizmi, omne quod potest dici ex numero,
et esse quicquid excedit unum usque in .IX. ete.* . . .

Hier ist doch mit Hinden zu greifen, daf die ganze Stelle
ein Einschub des Ubersetzers, oder wie wir jetat richliger
sagen werden, des Bearbeiters des Rechenbuchs isl, und daB
wir Muhammad b. Masa fur diese scholaslische Ilaarspalterei
nicht verantwortlich machen dirfen. So deutlich sich der Zusatz
als solcher durch Inhalt und sprachliche Form verriil, so deullich
ist das folgende wieder ein Zitat aus Mulhammad b. Miisias
eigener Algebra, das sich zu einer umstindlicheren Behandlung
des Gegenstandes erweitert. Man braucht nur Text und Uber-
setzung der zweiten Hillte des S.7! mitgeteilten Zitats neben den
Text des Rechenbuchs zu stellen, um sich davon zu iiberzeugen:

wliueni omne quod potest dici ex numcro, ct esse quicquid
excedit unum usque i IX. [lies X], idest quod est inter .IX. [lies X]
et unum, idest duplicatur unum et fiunt duo; et triplicatur idem
unum, fiuntque tria, et sic in ceteris usque in .IX. De inde po-
nuntur .X. in loco unius, et duplicantur .X. ac triplicantur, quem-
admodun factum est de uno, fiuntque ex eorum duplicatione .XX.,
ex f{riplicatione .XXX., et ita usque ad .XC. Post hec redeunt .C.
in loco unius, et duplicantur ibi atque triplicantur quemadmodum
factum est de wno et .X.; efficiunturque ex eis .CC. et .CCC. et
cetera usque in .DCCCC. Rursum powuntur mille in loco unius; ct
duplicando et triplicando, ut diximus, fiunt ex eis .1 milia, et
JAIL et cetera usque in infinitum numerum, sccundwm hunc modum.
— Et inueni quod operati sunt yndi ex his differentiis. Quarum
prima est differentia unitalum ete.*

Die tbereinslimmenden Stellen sind, soweit maoglich, durch
Kursivdruck herausgehoben. Vergleichung im einzelnen zeigl, daf
zwei verschiedene Betrachtungsweisen zusammengearbeitet sind. In
der dlteren Algebra betont der Verfasser den sprachlichen Auf-
bau des Zahlensystems, nennt also die zehn Grundzahlen und die
Grenzzahlen 100 und 1000; die ,Rechenkunst der Inder® sicht
mehr auf die Klassen der Zahlen, gruppiert also nach Einern,
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Zehnern, Hunderten, Tausendern usw. Richtiger wire es, wenn es
hieBe: usque in X, G, M; denn nur dann kann man sagen deinde
ponuntur X, post hec redeunt C, rursum ponuntur M. Am Schlug
vermift man die Ubersetzung von s J§ Oie ,,bei jeder Glied-
zahl“. Mit dem folgenden Satz wird das Thema des Rechenbuchs,
wie es von Muhammad b. Masa zu Anfang durch Cum uidissem
yndos constituisse .1X, literas in uniuerso numero suo angeschlagen
ist, wieder aufgenommen.

Auch am Schluf des langen Abschnitts S. 3/4 stehen die
Worte Nos autem redeamus ad librum. Wir haben also nach An-
zeichen zu suchen, wo wir die Grenze zwischen dem echten Text
des Rechenbuchs und der Erliuterung des Bearbeiters zu setzen
haben. Es wurde schon oben S. 46 darauf hingewiesen, daf der
Ausdruck in similitudine .o. litere die Hand eines Bearbeiters verrat.
Jetzt konnen wir den groften Teil von S. 3 als Kommentar kenn-
zeichnen. Denn wenn .nach den eben angefiihrten Schlubworten
der nichste Absatz weiterfahrt ,,Post differentiam decenorum se-
quitur differentia centenorum, in qua duplicatur ac triplicatur quic-
quid est a .C. in .DCCC." usw., so mufi die Unlerbrechung des
Textes da stattgefunden haben, wo von den Zehnern die Rede war.
Das ist aber wenige Zeilen nach der Erwahnung der Inder an der
zwischen die Zeichen || eingeschlossenen Stelle der Fall:

...Quarum prima est differentia unitatum, in qua duplicatur
et triplicatur quicquid est inter unum et IX. Secunda differentia
decenorum, in qua duplicatur uel triplicatur quicquid est a .X. in
nonaginta. | Tercia differentia centenorum, in qua duplicatur uel
triplicatur quicquid est a .C. in .DCCC. || Quarta uero est differentia
milium, in qua duplicatur ac triplicatur quicquid est a mille in
JAX.M. Quinta differentia est .X. hoc modo: quocienscumque as-
cenderit numerus, adduntur differentie.

Hieran schlieft sich die Erlauterung fiir die Einer und Zehner
mit den Worten: erit dispositio numeri ita: omne unum quod fuerit
etc., wie spiter dem Satz aber dic Hunderter die Erliuterung folgt:
et eius figura est sicut figura unius etc. Die sorgfaltige Durchsicht
und Vergleichung der vorhandenen Bearbeitungen des Rechenbuchs
wiirde gewif zu weiteren Ergebnissen fithren, doch liegt eine solche
Untersuchung auBierhalb des Rahmens dieser Arbeit. Daf die Hand-
schrift verstiimmelt ist, da sie keineswegs die ganze indische
Rechenkunst umfaBl, sondern mit der Multiplikation von Ganzen
und Briichen abbricht, scheint noch nirgends Beachtung gefunden
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zu haben.! Auch eine andere Eigentimlichkeit der lateinischen
Handschrift ist noch kaum beachiet worden: daB sie die Ziffern
der Inder, die sie doch samt ihrem Rechenverfahren lehren will,
nur an ganz wenigen Stellen anwendet, statt ihrer also
romische Zahlzeichen und ausgeschriehene Worte setzt oder einfach
Lucken laft, wo die Ziffern stehen sollten. Es sei den Kennern der
mittelalterlichen Mathematikhandschriften tiberlassen, ihre Schliisse
daraus zu ziehen.

Ich kehre zu der oben wiedergegebenen Stelle aus der Algebra
zuriick, um den zweiten Teil des Zilats zu erliutern. Der Anfang
ist weder nach dem lateinischen ,omne quod potest dici ex numero*
noch nach dem Englischen von Rosen ,which may be expressed
from one to ten“ ohne weileres verstindlich. Der Sinn des Ganzen
ist, daB man, um alle Zahlen bis ins Unendliche auszudriicken,
nicht mehr als zwolf Grundwérter notig hat, die Zahlworter von
1--10, das Zahlwort 100 und das Zahlwort 1000; eine Beobach-
tung, die haufig in arabischen Rechenbiichern wiederkehrt, in be-
sonderer Breite aber wieder von den lhwan as-safa erortert
wird, deren Ausfihrungen ich nach der Ausgabe von Bombay?
(Bd. I, S. 24) wiedergebe:
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! Ich finde wenigstens keinen Hinweis darauf bei Cantor I3, S. 718.

* Die Ausgabe von Dieterict hat S. 257 einen stark gekiirzien Text, dessen
Varianten man dort vergleichen mag. Auch unser Text ist nicht frei von Fehlern
und Unklarheiten; sie sind von mir sinngemafi beseitigt.
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,,Und wisse, o Bruder, dag die ganze Zahl abgestuft wird in
vier Stufen (Rangordnungen, maratib) nach Einern, Zehnern, Hun-
dertern und Tausendern; die Einer (reichen) von 1 bis 9 und die
Zehner von 10 bis 90 und die Hunderter von 100 bis 900 und die
Tausender von 1000 bis 9000; sie alle umfassen zwo6l1f einfache
Worter, namlich von 1 bis 10 zehn Wérter und das Wort Hun-
dert und das Wort Tausend, so daB es im ganzen zwolf einfache
Worter sind. Was aber die ibrigen Worter betrifft, so sind sie
etymologisch abgeleitet (mustakkah) aus ihnen oder zusammengesetzt
(murakkabah) oder wiederholt (mukarraral). Die etymologisch
abgeleiteten sind wie “4runa (20) von ‘asrun (10) und talatuna
(30) von talatatun (3) und arba‘una (40) von arba‘atun (4) und der-
gleichen; was die zusammengesetzten anlangt, wie [200* und]
300 und 400 und 500, so sind sie zusammengesetzt aus dem Wort
Hundert mit den iibrigen Einheiten, und ebenso [2000' und] 3000
und 4000, denn sie sind zusaminengesetzt aus dem Wort Tausend
mit den tbrigen Wérlern von den Einern und Zehnern und Hun-
dertern, wie man sagt 5000 und 7000 und 20000 und 100000 usw.;
und dies ist ihre Darstellung:“

Auf diese Worte folgt die bereits oben S. 44 mitgeteilte Ta-
belle. Wir vermissen im Text und in der Tabelle Beispiele fir die
,,wiederholten* Zahlen und hiitlen den Text etwa wie folgt zu er-
ginzen: ,,Und was die wiederholten Zahlen anlangt, wie drei
tausendtausend und fanf tausendtausendtausend und dergleichen,

so sind sie wiederholt aus dem Wort tausend mit den tbrigen

Wortern von den Einern und Zehnern und Hundertern‘.

Was hier in breiter Ausfiihrlichkeit entwickelt wird, sagt
Muhammad b, Muséd in unnachahmlicher Kirze, ja er geht ma-
thematisch noch einen Schritt weiter, indemn er sagt, daB das Zahlwort
1000 bei jedem ,,Gliede bis ins Unendliche (bis zum duBersten
Bereich der Zahl) wiederholt wird. Dies ist der Sinn der von
Rosey mit den Worten: ,,then the thousand can be thus repeated
at any complex nmumber'* schief wiedergegebenen Stelle.?

1 Die Zahlworter 200 und 2000 sind im Arabischen als Duale etymologisch
abgeleitet, stehen also zu Unrecht hier.

2 Der entsprechende lateinische Text hei Lisrt (a. a. 0., S. 254) ist nicht,
wie Enestrom (Bibl, Math., 3. Folge, Bd. 8, 1907/08, S. 1561 ) meint, verstiimmelt,
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Wir haben oben gesehen, dah die Thwan as-safa vier
Rangordnungen der ganzen Zahlen unterscheiden. Sie fihren das
Thema S. 26 noch weiter aus, indem sie bemerken, daf dies keine
naturnotwendige (dararijj), im Wesen der Zalil begriindete Sache sei,
wie die Unterscheidung von geraden und ungeraden, ganzen und
gebrochenen Zahlen, sondern lediglich eine durch den Gebrauch
festgesetzte (wad'?jj), indem die Philosophen diese Auswahl! ge-
troffen haben. Der Grund liege darin, daB der Schopfer die meisten
grundlegenden Dinge der Nalur zu je vieren geschaffen habe, wie
die vier Grundeigenschaften des ITeiken und Kalten, Feuchten und
Trockenen, die vier Elemente Feuer, Luft, Wasser, Erde, die vier
Korpersiifte, die vier Jahreszeiten, die vier Weltgegenden, die vier
astronomischen Kardinalpunkte und die vier Stufen der geschaffenen
Wesen, Steine, Pflanzen, Tiere, Menschen.? Mehr als vier Rang-
stufen unterscheiden nur die ,Pythagoreer”, und zwar
sind es gemif der Tabelle S. 28 die folgenden von 10* bis 105:

10 = Wi dabawat = Zehnlausender

105 = wleys nau‘at — Hunderttausender

105 = whle gajat = Tausendtausender

107 = Oy s sirat = Zehnlausendtausender
108 = wld=>  jpalabat = Hunderttausendtausender
10° = wlhJl albatat = Tausendtausendtausender
101 = wlai> hanijat = Zehntausend t. t.

101 = @l se3 dawarat = THunderttausend t. t.
102 = wiePy wahuwat = Tausendtausend t. t.
108 = wies* magawat = Zehntausend t. t. t.
10" = (Yf), e wammr(at) = Hunderttausend t. t. t.
10" =  (Yoh)y,be maruw(at) = Tausendtausend t. t. t.

Dies ist die Stelle, die bei Caxtor (I3, S.739) in der Form
erwihnt wird: ,,aber die Pythagorier, die Manner der Zahlen,
kannten 16 Stufen derselben 1000.1000-1000-1000.1000%, und die
er so versteht, dak, wihrend im Arabischen die selbstiindigen Zahl-

sondern buchstiblich richlig, wenn man nur vor reiteratur einen Punkl setzt, so
dafi zu lesen wiire: ,...post hoc simililer. Reiteratur mille apud unumquemque
articulum usque ad id quod comprehendi potest de numeris ullime®.

! Die Worte bi'ihtijarin minhum bedeuten nicht ,willkirlich einfihrten®,
wie Dieterici, Propiideutik der Araber, S. 4 iberselzt.

% Eine ihnliche Stelle aus dem Kommentar des Alkalasidi zum Talkis
des Ibn Albanna hat Worrcke im Journ. As., 6. Sér., Bd. 1, 1863, S. 58 mit-
geteilt. Dort werden den Pythagoreern aber nur sechs Rangstufen zugeschrieben.
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worter sich nicht auf andere Rangeinheiten als auf 1, 10, 100, 1000
erstrecken, die Pythagoreer solche Namen bis 10'* besafien. Wenn
diese Auffassung richtig und die Aussage wahrheitsgetreu sei, so
sei der Zusammenhang zwischen Indern und Neupythagoreern in
Dingen, die auf das Zahlensyslem Bezug haben, um einen neuen
Beleg reicher, und die Hypothese des Eindringens indischer Zahl-
zeichen in jene griechische Schule werde immer wahrscheinlicher.

Die Auffassung der Stelle ist richtig; fiir ihre unsinnige Form
ist nicht Cantor, sondern Dieterici verantwortlich zu machen, der
weder seinen eigenen arabischen Text vollstindig tbersetzt, noch
diesen selbst, wie es scheint, vollstindig aus der Handschrift mit-
geteilt hat.! Ob die Aussage aber wahrheitsgetreu ist, fordert eine
besondere Untersuchung. Die Form der Worter, die die Bombayer
Ausgabe mitteilt, ist meist dem Arabischen angepafit; ihre Um-
schreibung mit lateinischen Buchstaben ist unverbindlich, soweit die
kurzen Vokale in Frage kommen; die beiden letzten Worter scheinen
verstimmelt, moglich sind aber Verderbnisse jeder Art bei jedem
Wort, und solange nicht zahlreiche Handschriften zum Vergleich
herangezogen sind, lift sich tber die wahrscheinliche oder gar ur-
springliche Form dieser Ausdriicke gar nichts sagen. Sachlich
stimmt die Mitteilung mit der bekannten Tatsache, daf die Inder
besondere Worter fiir die hoheren Potenzen von Zehn besitzen;
irgendeine sichere Ubereinstimmung mit in der mir zugénglichen
Literatur angegebenen Namen zu finden, ist mir jedoch nicht ge-
lungen und war von vornherein unwahrscheinlich.? Am allerwenigsten
darf man glauben, daB sich hinter dem Namen ,Pythagoreer
irgend welche greifbaren Nachrichten verbergen. Man legt sol-

! Fr. Digrerici, Die Abhandlungen der Ichwan es-safa in Auswahl,
S. 279 unten. Die Seitenzihlung springt hier von 258 auf 279ff. — Wilirend
der Bombayer Text vor der Tabelle nur sagt ,und dies (ist) ihr Bild“, bietet
die Ausgabe von Dieterict ,und dies (ist) ihr Bild und ihre Worter und
Rangstufen®, wie es die Tabelle im Bombayer Text zeigt; sie bringt aber nur
die arabischen Zahlworler von den Einern bis 1000 - 1000-1000-1000-1000.
Es lifit sich ohne Einsicht in die von Diererici beniilzten Handschriften nicht
entscheiden, wer die Tabelle unterdriickt hat, wohl aber mufi mit der grofiten
Schirfe gesagt werden, dafi die Giblen Urteile iiber den Inhalt der Schriften der
Ihwan as-gafa, die sich auf Dietenicis Ubersetzerarbeit grinden, oft genug
auf diesen selbst zuriickfallen.

2 Man konnte allenfalls &lys in S yee “ajrredt dndern und = ayuta setzen,
ebenso oley = nijuta, SL\é = prayuta; magawat mag an madhya erinnern.
Stoff zu weileren Vergleichungen nacl indischen Autoren und nach Alberini
findet sich bei Woerckg, Journ. As., 6. Sér., Bd. 1, 1863, S. 2561—285.
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chen pseudowissenschaftlichen Angaben immer noch
viel zu viel Gewicht bei; das einzige, was sich mit einiger
Wabhrscheinlichkeit festhalten 1aft, ist dies, daf die Ihwan asg-
safa anf irgendeinem Wege Kenntnis von indischen Zahlbezeich-
nungen fir die hoheren Potenzen von 10 erhalten haben. Dak sie
diese den ,Minnern der Zahl® (oowl Ol=wo! — der Ausdruck
fehlt in der Bombayer Ausgabe) zuschrieben, und daf diese ihnen
mit den Pythagoreern zusammenfielen, ist weiter nicht verwunder-
lich und beweist nichts fiir alte Beziehungen.

Der Ausdruck oue ‘akd ,,Glied" oder Gliedzahl am Schlusse
der oben zitierten Stelle kehrt auch in dem «Kapitel von der Mul-
tiplikation» wieder. Muhammad b. Masa spricht hier (Rosex,
S. 15) von ,,Gliedzahlen mit oder ohne Einer*, um daran die Mul-
tiplikation zweier Binome zu erliutern:

o O W ol Lt Wit o St Lgme o Ogiie iy 130
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,Und wenn Gliedzahlen vorhanden sind und mit ihnen (d. h.
zu ihnen addiert) Einheiten oder ausgenommen von ihnen (d.h.
subtrahiert) Einheiten, so ist unvermeidlich ihr viermaliges Multipli-
zieren: die Gliedzahlen mit den Gliedzahlen und die Gliedzahlen
mit den Einern und die Einer mit den Gliedzahlen und die Einer
mit den Einern. Und wenn die Einheiten, die mit den Gliedzahlen
(verbunden) sind, additiv * oder subtraktiv sind insgesamt, so
ist die vierte Multiplikation ebenfalls additiv. Wenn aber eine von
beiden (Einheiten) additiv und die andere subtraktiv ist, so ist die
vierte Multiplikation subtraktiv.

An der mit * bezeichneten Stelle fehlen, wie man leicht sieht,
die Worte. %asli of. Den vollstindigen Text hat hier nur die la-
teinische Ubersetzung (Lieri, S. 265): . . . quod si omnes wunitates
que sunt cum articulo fuerint addite aut diminute omnes, tunc
quarta multiplicatio erit addita. Rosen aber fiigt statt dieser ein-
fachen Worte am Schluf den Satz hinzu: ,,if they are both nega-
tive, then the fourth multiplication is likewise positive”, ohne den
Leser auf seinen Eingriff aufmerksam zu machen.
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Die von Muhammad b. Miisa gegebenen Beispiele bewegen
sich alle um die Zahlen 10+ 1, 10 + 2, so dal man aus ihnen
allein schliehen konnte, daf das Wort ‘akd die engere Bedeulung
. Zehner* hat (vgl. pE Sacv, Gramm. arabe I, § 741). Man konnte
also von Alhwarazmi wiederholen, was (Cantor I3, S.909) mit
nicht soviel Recht vom ,,Algorithmiker* sagt: ,ihm hieB .. . arti-
culus Zehner genan mit der gleichen Unbefangenheit wie septem
sieben, wiginti zwanzig . . . er fihlte sich weder verpflichlet noch
berechtigt, neue Worter einzufihren, wo es nur um alte Begriffe
sich handelle . . .* Dagegen kann Roskns ‘greater number’ oder
‘complex. number’ nicht durch die Bemerkung S. 187 begrindet
werden: ,from this passage, and another on page 10 [lies 15],
it wonld appear, that our author uses the word s, plur. Osds,
knot or tie, as a general expression for all numerals of a higher
order than that of the units*. Denn nur in der ersten Stelle, wo
es heift: ,jede Gliedzahl bis in den dufersten Bereich der Zahl“,
liegt zweifellos die erweiterle Bedeutung von ‘akd vor.

Die frei umschreibende Ubersetzung von Rosex versagt an
beiden Stellen, wenn man sie zu textkritischen Untersuchungen be-
niitzen will: niemand kann ahnen, daB, was er greater number und
complex number nennt, arabisch oge d. i. nach Rosexy ,,Knoten*
oder ,,Band“ heifit. Die wortgetreue lateinische Ubersetzung
laBt uns dariber nicht im Zweifel; wer articuli (oder wie Robert
von Chester nodi) schrieb, hatte das arabische Wort o,iée vor sich,
wer unitates schrieb, tbersetzte das Wort ol=f,

Es handelt sich keineswegs um Trugschliisse, wie Cantor sagt,
wenn man lateinische Ubersetzungen zur Wiederherstellung des
Urlextes benilzt, sondern um ein methodisch durchaus einwand-
freics, in der gesamten Philologie befolgtes Verfahren, sofern es
nur mit der jederzeit noligen Kritik angewandt wird. Die Aus-
fiihrungen, die er S. 802! und anderwirts tiber die Ubersetzer des

! Im Anschluft an die Bemerkung, dafi Johannes von Sevilla die
Warler digitus uad articulus gebraucht, heifit es: ,Jene Ubersetzer des XII. Jabr-
hunderts, die anderen so gut wie Johannes von Sevilla, benutzten eben die Worler,
welche in ihrer Zeit die weiteste Verbreitung hatten, sofern sie mit dem Sinne
des Arabischen, hier z. B. mit Einern und Zehnern, sich deckten. Sie wollten
ja mniclt historische Untersuchungen anstellen und darum den Wortlaut des
Gegebenen so genau wie moglich festhalten. Sie beabsichtigten vielmehr, den
verbreitungswerten Inhalt zur Kenntnis ihrer des Arabischen nicht michtigen
Landsleute zu bringen und mufiten darum danach streben, bereits bekannter
leicht verstandener Ausdriicke sich zu bedienen. Nur wo etwas dem Be-
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XII. Jahrhunderts zum besten gibt, sind ebenso anfechtbar wie
die Bemerkung S. 705, daf die arabischen Abschreiber ein beson-
deres Geschick an den Tag gelegt hitten, Namen unkenntlich zu
machen. Die lateinischen Abschreiber haben ihnen in diesem Punkt
sicher nichts vorzuwerfen.! Ein Widerspruch gegen die jeder sach-
lichen Begrindung entbehrende Herabsetzung und schiefe Charak-
terisierung der Leistungen eines Robert von Chester, eines
Athelhard von Bath, eines Gerhard von Cremona, eines
Plato von Tivoli usw. scheint mir aber um so notwendiger, als
sich gerade - solche unkontrollierbaren Gesamturteile mit Vorliebe
durch alle moglichen literarischen Kanile in die Welt verbreiten
und gliubig hingenommen werden.

Cantor spricht von ,,Gelenkzahl im antiken Sinne* und von
»alten Begriffen*, die das Lateinische den Abacisten an die Hand
gegeben habe. Nachdem er aber infolge von Heseres scharfer
Kritik? in der dritten Auflage seiner Geschichte der Mathematik die
Stelle der ,,gefilschten Geometrie des Boethius“ aufgegeben hat,
findet sich die alteste im Sinne des arabischen ‘akd deutbare An-
wendung des Ausdrucks articulus erst bei Alcuin (gest. 804) in
dem Satze: ,Item progressionem numerorum articulis, quasi qui-
busdam wunitatibus, ad infinita crescere per quasdam finitas formas
videmus* (Cantor %, S. 8402). Weder das klassische Griechisch
noch das antike Latein wissen etwas von der technischen Bedeutung
des Wortes; die einzige Stelle, die Bannier im Thesaurus Linguae
Latinae (Bd. II, 1900 —1906, Sp. 696, 5) dafir anzufiilhren weiB,
ist die aus dem — ,gefilschten Boethius“. Sollen wir nun an-
nehmen, dak Alcuin den Ausdruck selbst erfunden hat, oder ist
es denkbar, daB schon zu seiner Zeit von Spanien her Funken
arabischer Wissenschaft nach dem Frankenreich flogen?

Die von Enestrom (Bibl. Math., 3. Folge, Bd. 9, 1908/9, S. 350)
gewinschte nihere Untersuchung tiber das Auftreten der Bezeichnung
articulus kann zu keinem Ergebnis fiihren, solange nicht die Ge-
schichte des Ausdrucks auf arabischem Gebiet festgestellt ist.
Konnte man hier eine natiirliche Entwicklung nachweisen, die alle
in den Schriften der Abacisten und Algorithmiker auftretenden Be-
zeichnungen umfafit, so wire auch die Hauptfrage nach der Herkunft

griffe nach ganz Neues vorkam, wurde mit mehr oder weniger
Geschick dem Wortlaute nach iibersetzt.
! Vgl. hierzu auch H. Suter, Bibl. Math., 3. Folge, Bd. 3, 1903, S. 408.
* Im Philologus, Bd. 43, 1884, S. 507—19; vgl. Cantor I3, S. 588S.
Sitzungsberichte der Heidelb, Akademie, phil.-hist. Kl, 1917. 2. Abh. 6



82 . J. Ruska:

der lateinischen Terminologie erledigt. Bekanntlich hat N. BUBNO}V
1914 in seinem Werke ,,Arithmetische Selbstandigkeit der europi-
ischen Kultur** auf Grund seiner Forschungen iber Gerbert und
dessen Vorginger die These verfochten, dak sich‘ das Rechemve@n
in Europa unabhiingig von den Arabern entwnc.kc?lt habe. Eine
Auseinandersetzung mit seinen einseitig auf lateinische chxte ge-
stitzten Untersuchungen auf Grund arabischer Quellen wird not-
wendig sein, bevor ein endgiiltiges Urteil gefillt werden kann.

IX. Die Namen der arabischen Ziffern.

In einer seiner Anfragen! macht Exestrom darauf aufmerksam,
daB in der Pratica d'arithmetica von Guaricar (Ausgabe von 154?)
die Ubersetzung einer arabischen Algebra erwihnt '\verfle, in
welcher ,,die 7 Terme Geber, Elmechel, Elchal, Elchelif, Elfazial,
Buram und Eltermen* vorkimen. Nach einer Mitteil&mg von SuTER
enthalte die Algebra des Alkhwarizmi jedenfalls nicht die TermF
Elchelif, Buram und Eltermen; es sei daher wﬁnschenswert', die
jetzt bekannten arabischen Traktate tber Algebra daraufhin zu
untersuchen, ob sie die 7 Terme enthielten.
" EnestroM sagt leider nicht, wie Surer die tbrigen 4 Terme
auflost. Man sieht aber leicht, daf aufer dem selbstv?rstiindhchen
geber noch elmechel = almulabalah ist und dak efazial aus o}lﬁwl
(der Unterschied), elchal durch Verlesen aus almal (das Vermoger?)
entstanden sein kann. Ich wiirde vielleicht noch wag.,ren, eltm"meiz mit
alitmam (die Vervollstindigung) zusammenzustellen, in elchelif konnte
alhadf (die Wegnahme) verborgen sein, aber buram ist hoffnungslos
verderbt und trotzt jedem Versuch der Wiederherstellung, so]a"nge
nicht die Ubersetzung selbst vorliegt und der Zusammenhang' Ruc!{-
schlisse auf das arabische Wort ermoglicht. Das Ganze ist ein
lehrreiches Beispiel fir das, was man an Verstiimmell{n.gen zu er-
warlen hat, wenn arabische Waorter in lateinische Schrift umgesetzt
und unverstanden weiter und weiter iberliefert wurden.
Wesentlich einfacher liegt die Aufgabe der Wiederherstt?l]ung
des arabischen Ausdrucks, wenn die verstimmelten Worter 1.n la-
teinischen Texten erscheinen. Wenn uns z. B. in einer Beschreibung
des Astrolabs, die Gerbert zugeschrieben wird?, das Wort Hoto-

1 Bibl. Math., 3. Folge, Bd. 8, 1907/08, S. 416. .
2 N. BUBNOW,’ Gerberti postea Silvestri 1I papae Opera I\f[atheulfihca. I}er-

lin 1899, S. 119. Dem Wunsche des Herausgebers, daB Arabisten die verstim-
99, 8. .
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talzagad mit den Varianten hotetalgazat, hottottaltagath, hotaltagab,
hotetalsagat, noto taltagad begegnet, so wiirden wir ohne den la-
teinischen Text schwerlich imstande sein, den zugrundeliegenden
arabischen Ausdruck zu finden. Lesen wir aber danach: id est
breves lineae horarum, so ergibt sich ohne weiteres die Auflosung
wiebwd! Lolas putat alsa'@t = Stundenlinien.

Wenn uns an der gleichen Stelle die Wortgrappen Ethehiaser
(ethehiafer) und Elewiul (elevil, elaul), Aldimataser (aldimatafer,
alhimata) und Athenia, Alhamsira (alhansira) und Atheliza (athe-
ziza), Ethezzea und Arrabea, Ethemina (ethemima) und Alchamiza,
Escebeha und Escendeliza (esscedezza) begegnen, so wiren wir
wieder ratlos ohne die Bemerkung, daf diese Worter die arabischen
Namen der Stunden auf dem Stundenkreis bedeuten.

Die den Wortern beigesetzten romischen Ziffern leiten auf die
einfache Losung hin, daf die Namen die Feminina der arabischen
Ordinalzahlen sein miissen; wer wiirde aber ohne diesen Leit-
gedanken in Escendeliza ‘das Wort alsadisal (essadisa, weslarabisch
essedisa), in Alhamsira das Wort al‘asirah, in Aldimatafer oder
Alhimata das Wort alpadijat ‘asracta), in Ethehiafer das Wort alta-
nijat ‘asra(ta) vermuten? Man erkennt nun die Verschreibung 7
statt » und f statt langem s in Ethekiafer, den Ausfall von ke oder
he in Al(ha)dimatafer und den Wegfall von ser in Allhimata, man
kann sich auch die erweiterte Form Escend-eliza aus dem voran-
gehenden Ath-eliza erkliren, und die Verwechslung von m und »
in Ethemima begreifen, aber wodurch die Einschiebung des m in
Alhamsira und Aldimatafer zustande kam, wird schwerlich jemand
sagen konnen.

Ich glaubte diese Beispiele vorausschicken zu sollen, wenn ich
mich einer erneuten Untersuchung der ritselhaften Namen igin,
andras, ormis, arbas, quimas, calcis, zenis, temenias, celentis fir die
Ziffern zuwende, die uns von Radulph von Laon (gest. 1131)
und auch in etwas dlteren Quellen tberliefert sind und in der
Geschichte des Rechnens eine zweifelhafte Bertihmtheit erlangt haben.
Anlafi zur Wiederaufnahme des Verfahrens gibt nicht so sehr die
Bemerkung Canrors (1% S. 842, 1® S. 89G), dab er das Rilsel als
immer noch nicht mit GewiBheit aufgelost betrachte und gern bereit
sei, eine zuverlissigere Deutung jener Worter freudig zu begriifien,

melten arabischen Worter des Liber de Astrolabio in Ordnung bringen machten,
hoffe ich bald vollstindig entsprechen zu kénnen.

c*
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welche auch die Frage nach der Zeit der Entstehung endgiiltig be-
antworten wiirde, oder die von Cantor tbersehene Behandlung des
Gegenstands durch E. Cuive Baviey! und die jingste Erorterung
der Frage durch N. Busvow? als die Uberzeugung, daf alle
Versuche als methodisch verfehlt zu betrachten sind, die die
Losung des Ritsels auferhalb der geschichtlich allein moglichen
Verbindung des Arabischen und Lateinischen suchen.

Wir licheln tber Heumreicn (1595), der in der Vorrede zu
seinem Rechenbuch den grofien Geometer Algebras in Agypten zur
Zeit des Alexandri Magni, der da war ein Prizeptor oder Vorfahrer
Euklidis, des Firsten zu Megarien, die Algebra erfinden l1aBt3; aber
sollen wir annehmen, daf ein Radulph von Laon am Anfang
des 12. Jahrhunderts mehr von Chaldiern und Assyrern wufite
und ,chaldiische* Namen fiir die Zahlzeichen einschlieflich der Null
mitteilen konnte, die bei den Chaldiern in dieser Weise gar nicht
existierten? Es ist doch geradezu eine Ungeheuerlichkeit, auf Grund
dieser im 12. Jahrh. auftauchenden Notiz mit E. CLive BavLey anzu-
nehmen, ,that some reminiscence, at least, of the mames of the
Chaldaean units may have survived also, though in a more or
less corrupted form, to Neo-Pythagorian times®, dann auf Grund
einer angeblichen Abstammung(!) des Arabischen und Hebréischen
vom Altassyrischen mit Hilfe von ,Hartung“ und ,Euphonie” aus
‘estin’ dgin und aus “tisu’ celentis herzustellen, und wenn dies alles
noch nicht zur Erklirung der von Radulph gegebenen Worter aus-
reicht, das ,neupythagoreische* andras und ormis aus tamulischem
irandu und munru abzuleiten!?*

Auch iiber die phantastischen Versuche, igin = f yuvn, andras
= dvdp(bg?), ormis = Spufj zu setzen und caltis mit xahoTNg, ce-
lentis mit a9uvtog oder oehivn in Zusammenhang zu bringen 5
kann ich wohl hinweggehen. Soll bei der ganzen Untersuchung
iiberhaupt etwas herauskommen, so diirfen wir nicht, wie es bisher

1 Vgl. Journ. Roy. As. Soc., New Series, Bd. 15, 1883, S. 61 ff

2 N. Buenow, Arithmetische Selbstindigkeit der europiischen Kultur, Berlin
1914, S. 63 ff. Auf den tbrigen Inhalt dieses wichtigen Buches hoffe ich in an-
derem Zusammenhang eingehen zu kdnnen.

3 NesseLManN, Algebra der Griechen, S. 46.

4 E. Cive Baviey a. a. O., S. 61—064: The resemblance is here so close(!)
that it is hardly to be doubted that the Neo-Pythagoreans did adopt these terms
from a Southern Indian source.

& Wogpcke, Journ. As.,, 6. Sér., Bd. 1, 1863, S.50 nach Vincest und Bien-
avmE; vgl. Canror I3, S. 895; Busnow a. a. O., S. 66.
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meist geschah, die Uberlieferung als unantastbar und einwandfrei
betrachten; wir dirfen auch an den tiberlieferten Ausdriicken nicht
herum korrigieren, bis sie sich irgendeiner Theorie fiigen; vielmehr
konnen wir die Frage nur so stellen: Wenn die genannten Worter
die Namen der Ziffern sein sollen, wie konnte es kommen, daf
einige dieser Namen mit denen der arabischen Zahlworter stimmen,
andere aber nicht die geringste Ahnlichkeit mit den ara-
bischen Zahlwortern aufweisen, denen sie angeblich
entsprechen sollen?

Zunichst haben wir die Annahme zu priifen, dag die Worter
tatsichlich die arabischen Namen fiir die Ziffern darstellen. Wir
konnen uns gegen Radulphs Chaldder auf zwei annihernd gleich-
altrige Zeugnisse berufen, die die Namen ausdriicklich als arabisch
bezeichnen. Das eine wird von Smitu-Kamreivski in The Hindu-
Arabic-Numerals S. 118 erwihnt; ein gewisser Turchill schreibt
um 1200: ,has autem figuras . . . a pytagoricis habemus, nomina
uero ab arabibus“. Das andere ist von EnestRoM nach einer
Handschrift des 11./12. Jahrhunderts mitgeteill’ und lautet: ,Ver-
sus de nominibus caracterum arabicorum ad abacum pertinentium®,
Aber solche Bestiligungen sind (iberfliissig geworden, nachdem
die von A. BsorNso unternommene, durch H. Suter vollendete Aus-
gabe der astronomischen Tafeln des Muhammad b. Musa? den
direkten Beweis erbracht hat, daf in den lateinischen Ubersetzungen
jener Zeit mit den Chalddern nicht die alten Babylonier, sondern
die Araber gemeint sind. Zum erstenmal werden die Chaldéer bei
Athelhard im 7. Kapitel De alwacat id est medio planetarum ete.
erwihnt, wo es (a.a. 0. S.9) heifit: Item nota, quod secundum
Caldeos IIII milia passus cameli iiliare faciunt, atque XXXIII
miliaria et tertia, id est thuld, in terra gradus, in coelo dimidius,
unde totus terrae circulus XXIII milia miliaria continet etc. Diese
Meile, von der 66%[; auf einen Grad gehen sollen, ist nach Suter
(S. 43) die von den arabischen Geographen und Astronomen in
ihren Angaben gewdhnlich gebrauchte Meile zu 4000 Ellen, und
thuld natiirlich das arabische Wort fir Drittel (s. 0. S. 54). Noch

! Bibl. Math., 3. Folge, 8. Bd., 1907/8, S. 78.

* H. Suter, Die astronomischen Tafeln des Muhammad ibn Musa al-Khwa-
rizmi in der Bearbeitung des Maslama ibn Ahmed al-Madjriti und der latein.
Ubersetzung des Athelhard von Bath auf Grund der Vorarbeiten von A. Bigmneo
und R. BestHory herausgegeben und kommentiert. D. Kgl. Danske Vidensk. Selsks.
Skrifter, 7. Raekke, Hist. og Filos. Afd. III, 1. Kopenhagen 1914,
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klarer tritt der Sachverhalt im 10. Kapitel De inventione loci Saturni,
Jovis et Martis hervor, wo der Bearbeiter (S. 11) den Zusatz macht:

. quodque inde surget, a Caldeis elhacil, a nobis obtentum
vel centrum ultimum potest dici. Es handelt sich um das Wort
JvaL—QS alhasil, das Ergebnis, wir sehen also, dak diese Chaldaer
arahisch sprechen; zum Uberflub hat die Handschrift O auch fir
a Caldeis das Wort arabice eingesetat.

Auch aus dem vorhin beigezogenen, von Busnow heraus-
gegebenen Liber de astrolabio in den Opera Gerberti lafit
sich der Gebrauch des Wortes Chaldéer fir Araber belegen. Wir
finden S. 127 als Ubergang zu Kap. 1V Ad inveniendum Nadair
solis die Worte: Nam Chaldaica astutia seu calculando seu
scribendo ita progreditur; am Schluf des Kap. XVII De vocabulis
Latinis et Arabibus stellarum et formationibus earundem S. 138
steht die Bemerkung: Sunt praeter has duae Ganamalgurab, Al-
casal vel Alhimech?! in Centauro, quibus CGhaldaei satis ad dis-
cernendas horas utuntur; in dem Bruchstiick einer andern arabischen
Schrift itber das Astrolab (Appendix V) erwihnt der Bearbeiter
S. 372 Chaldaicas gentilogias, qui omnem humanam vitam
astrologicis attribuunt ratiocinationibus.

DaB auch siriace fiir arabice steht, erhellt aus einer Note bei
Busnow, Opera Gerberti S. 125, wo die latina sollertia die arabischen
Namen der 28 Mondstationen in unglaublicher Weise iibersetzt hat.?
Um so verwunderlicher ist es, daf Busnow S. 72 seines Werkes
tiber die arithmetische Selbstindigkeit der europiischen Kultur
iiber die Ziffern schreibt: ,,Kein Abacist des X.—XI. Jahrhunderts
deutet irgendwo an, daB diese Zeichen etwas Neues oder gar
Arabisches wiren. Radulf lebte zu einer Zeit, wo der arabische
Einflup immer starker wurde, und dennoch ergeht er sich in Ver-
mutungen tber ihre Ierkunft aus Assyrien, ganz wie wir, und
nennt sie chaldaisch*.

! Ganamalgurab ist offenbar o\, &\ ¢ ganal algurab Fligel des Raben;
zu Alcasal bieten die Handschriften noch Alhazal, Albazal; zu Alhimech: Alcu-
mech, Alchimelech. Beide Worte ergeben in richtiger Folge zusammengestellt
J;at St alsimak al‘azal, der unbewaffnete Simak, d.i. die Spica.

2 Haec de XII signorum mansionibus siriace temulenla() nomina sic
transtulit latina sollertia: Alnait (supra lin.: cornu) Albotaim (s. L: venter). Al-
doraia (cervix). Aldabran (cor). Almiscen (cauda)* etc. Es ist Alnait = gbl)i
alnatih, der Stofiende; Albotaim = bt albutain ; Aldoraia = LN altiwrajja
die Plejaden; Aldabran = o\, aldebaran, der Folgende; Almiscen wahrscheinlich
= Olwdll almaisan, der stolz Einherschreitende, ein Stern der 6. Mondstation.
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Mit dem Nachweis, daB die Chaldier der mittelalterlichen
Ubersetzer die zeitgenéssischen Araber sind, ist wilder Spe-
kulation ein fir allemal der Boden entzogen. Die Namen miissen
aus dem Arabischen erklirt werden, und wir haben uns nur den
Hergang ihrer Aufnahme und Verstiimmelung in lateinischen Hand-
schriften zurechtzulegen.

Es ist leicht zu sehen, dak nicht nur fir die Lateiner, sondern
auch fir die Araber in der Anfangszeit die Notwendigkeit bestand,
den Zahlwert der 9 oder 10 Zeichen durch beigeschriebene Worte
auszudriicken. Wir werden also tberall da, wo die indische Rechen-
kunst gelehrt wurde, Zusammenstellungen erwarten diirfen, wie sie
z. B. in der wiederholt erwéhnlen Tabelle der Ihwan as-safa
auftreten und hier in Originalschrift wiederholt werden:
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Einer ahnlichen Zusammenstellung! miissen unsere Worter
entstammen, und wir haben nun, indem wir von den unanfechtbaren

! Es sei noch an das Beispiel oben S. 44 erinnert. Man kénnte auch an
miindliche Mitteilung denken, dann wiren die gehérten Worte neben die Zeichen
geschrieben worden. Das wiirde das Endergebnis der Untersuchung nicht wesent-
lich beeintrichtigen. Wie sich die arabischen Zablworter dem Ol eines Reisen-
den am Ausgang des 15. Jahrhunderts darstellten, sei aus einer Liste von Wor-
tern, die B. vox Brevbensacu, Kiammerer des Hohen Slifts zu Mainz, am Ende
seiner Reisebeschreibung gibi, nach dem Druck von Augshurg 1488, zugleich mit
den Lautwerten des heutigen Vulgararabisch (syrisch nach Harrmany und éagyp-
tisch nach Prosst) mitgeteilt:

Wohejt Etneyn @elate Arba Campf;  Sithy  Sada Themant

ains 3wai drey vier fiinff fedys fiben adyt .
wahid tnain tldts arba‘ chamsi sitti sab'a tmani
wdhed etnén teldt(e) arba’ hdamas  sitt(e)  sab'a taman(je) .
Tyfsa @yfchara  Woheyttafdy Tementafdy Telatafdy .o .. Adparin
neiin 3ehe ailff swelf XHI oo XX
tis‘a ‘asra hda‘§ tna‘s tlafta'§ c. tisrin
tis‘a “dsara hadasir etnagir  telatdsir coLL Sddring

Sada ist verhort oder verdruckt aus Saba, Tementafdy aus Tenentafdh,
Adarin aus Afdyarin. Die Zehner stimmen mehr zu den syrisch-palistinensischen
Formen, die Einer zu den égyptischen (2, 3, 8). Brevpenpacu hatte auf seiner
Reise Gelegenheit, beide Dialekte zu héren.
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Entsprechungen ausgehen, zu untersuchen, ob eine gewisse Ge-
setzmiBigkeit in der Umschreibung der Worter wahr-
zunehmen ist. Wenn ich die arabischen Worter in der heute
iiblichen Umschrift unter die mittelalterlichen Worter setze, so
scheint sich zunichst wenig Aussicht auf Erfolg zu eréffnen:

igin andras ormis arbas quimas
wahid ithan taldtat arba‘at hamsat
calcis zenis temenias celentis sipos
sittat sab‘at tamanijat tis‘at sifr.

Es ist aber erstens zu beachten, dai die kurzen Vokale be-
deutungslos sind und von dem, der die Umschrift erstmals herstellte,
schon nach Gutdiinken gesetzt werden konnten, zweitens, daB
fir die Umschrift der arabischen Konsonanten keinerlei Norm be-
stand, also gleiche Konsonanten mit verschiedenen, verschiedene Kon-
sonanten mit gleichen lateinischen Buchstaben geschrieben werden
konnten, wenn nur das Lautbild ungefihr stimmte, und drittens,
daB nur das vokallose Buchstabengerippe der Worter, und selbst
dieses mit der Moéglichkeit von falschen oder mangelhaft gesetzten
diakritischen Punkten und Verwechslung dhnlicher Zeichen in das
Vergleichungsverfahren eingestellt werden darf. Kommt noch dazu,
daB bei der weiteren Ubertragung der lateinischen Urschrift un-
zihlige Fehler und Varianten entstehen konnten und entstanden
sind, so scheint jeder Willkiir Tir und Tor gedffnet zu sein. Den-
noch ist jedem Arabisten bekannt und muf jedem Mathematiker,
der sich an derartige Ratselfragen macht, bekannt sein, da hier
kein Wort zuviel gesagt ist und mit all diesen Moglichkeiten ge-
rechnet werden mufB, wenn man bei dem Versuch einer Losung des
Ritsels zum Ziel kommen will.

Hiernach hitten wir unter Zuziehung der bekannt gewordenen
Varianten® und mit Hervorhebung einiger Gesetzmibigkeiten fol-
gende Reihe von Entsprechungen:

(1) igin, ingnin — 2=y, y=1 oder yaiil?
(2) andras — %=3,1?

(3) ormis, hormis, armis — %=1l

(4) arbas — Z=y)l

1 Nach Swit-Kareinski, The Hindu-Arabic Numerals, S. 118 und der Tafel
bei FrieoLein, Boetius, gegeniiber S. 396. Die Liste der Lesarten bedarf dringend
der Nachpriifung an den Originalhandschriften,
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(5) quimas, quinas — s> Kwa>

(7) zenis, zenci$ — wxam oder Kiw

(8) temenias, temeinas, zemenias — Xaies
(9) celentis, scelentis, zcelentis — ks, xouks?

Man sieht bei einer Vergleichung mit unserer modernen Um-
schrift sofort, daB das Wort wakid fehlt, daB in beiden Reihen nur
ein Worl vorkommt, das auf n endigt: igin — itnan (oder itnen),
und daf die Endung -at iberall durch as oder s, also ¢ durch s
wiedergegeben ist.

Aus den Formen unter (8) temenias, zcmenias = tamanijat
geht hervor, dak der dem englischen th enlsprechende Laut ¢ durch
¢ und 2 wiedergegeben wird. Die Form (5) quimas (quinas) ist
wohl (mit spanisch-franzésischem qu) als kimas zu lesen und ent-
spricht dem jams(at) unserer Liste. Die Formen unter (6) und (9)
liegen alle innerhalb der Variationsbreite von talatat: am niichsten
kommt ihm (mit ¢ = £) caletis, daran schlieen sich einerseits
caletis, calcis und caltis, anderseits celentis und zcelentis. Zur
Sippe von arbas (4) scheint auch die Reihe ormiis, hormis, armis,
ja vielleicht selbst andras zu gehoren. Die ersle Gleichung konnte
aus dem Arabischen durch Verlesen entstanden sein (sx3)) == %ay)
oder Zxs)1), die Form andras wirde ein amras als Zwischenglied
vermuten lassen. Wir kommen so zu der Auffassung, dab die
iberlieferte Reihe nicht mehr vollstandig ist, sondern nur
die Zahlworter 2, 3, 4, 5, 7, 8 wiedergibt, und daB sie Doppe-
lungen enthalt, durch die sie in Verwirrung gekommen
ist, so daB sie das Wort fiir 3 an falscher Stelle bei 6 und 9, das
Wort fir 4 bei 3 und 4, fir 2 bei 1 darbietet. Das Wort fiir
7 ergibt sich graphisch unmittelbar aus Xeiw fir Ksaw (2enis fir
zebis), zencis ist nach calcis verschrieben. Es kann aber ebensogut
R flir 8w 6 zugrund liegen. Das Wort igin konnte auch aus o>t
(fur n>1 igid, eigentlich akad) entstanden sein, das fir X=>fy stiinde,
doch wire dann der Ausfall der 2 zu erkliren.

Das Wort fir die Null lautet in den Handschriften sipos.
Man hat langst darauf hingewiesen, da dies aus gifr verdorben
sei. Die graphische Moglichkeit liegt auf der Hand; es braucht nur

s oder jao statt e, also Verdoppelung oder Verschicbung des

diakritischen Punktes in der Handschrift angenommen zu werden,
um das SchluB-s zu erkliren. Ob es nicht trotz alledem von yAgog
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abgeleitet werden muf und erst spiter durch cifra = 0 ersetat
wurde, ist eine Frage, die hier nicht im Vorbeigehen erledigt
werden kann.

Auf alle Fille scheint es angemessener, Umstellungen und
Verwechslungen der unverstandenen Wérter zuzulassen oder Du-
bletten anzunehmen, wenn sich der Lautbestand ohne Schwierigkeit
einfugt, als durch Gewallmittel Weorter, die sich nun einmal nicht
mit den ihnen zugeschriebenen Zahlwerten zur Deckung bringen
lassen, solang umzuformen, bis sie nicht mehr wiederzuerkennen
sind. Wie leicht solche Verwechslungen und falschen Eintragungen
zustande kommen, lehrt ein Blick auf die von FrieoLeiv der Boetius-
ausgabe beigegebene Faksimiletafel. Nur die Codd. e, % und
ny zeigen die 9 Worter richtig iber den 9 Kolumnen, nur bei #,
sind sie in einer Zeile geschrieben; bei e sind sie von arbas bis
sipos in 2, bei » simtlich in 2 oder 3 Stiicke zerlegt und unterein-
ander gesetzt, bei n; ist 4gin (?) tber 2 Kolumnen weggeschrieben,
wihrend zugleich sipo liber scele(wtis® in der Neunerkolumne steht.

Die alteste Handschrift », (cod. Vatican. 3123, saec. X, FRIEDLEIN )

S. 372) scheint tberhaupt noch Niemand niherer Be-
trachtung wert gehalten zu haben, und doch zeigt sie am
besten, wie die Verwirrung entstanden sein kann. Hier sind die
Worter wie in arabischen Handschriften vertikal gestellt. Das Wort
an-dras steht ber 2 und 3, ormis tiber 4, arbas iber 5, quimas
uber 6, calcis(?) tiber 7, zenis(?) iiber 8, zeme-nias tGber 9 und 0,
sce-len-tis tiber drei leeren Fichern; das Wort sipos fehlt, wihrend
das Zeichen fir die Null am richtigen Platze steht. Welche kithnen
Hypothesen konnte und wiirde man aufstellen, wenn nur diese eine
Handschrift hekannt ware! Und wie mag die Vorlage beschaffen
gewesen sein, aus der sie hervorging?

Man mag sich zu der ganzen Sache stellen, wie man will,
es ist und bleibt schwer zu begreifen, dak in einer Zeit, in der
doch wahrlich Gelegenheit vorhanden war, sich tber die richtigen
Formen der arabischen Zahlworler zu verlissigen, dieser Rattenkonig
von Verwechslungen und Unformen weilergegeben werden konnte.
Man kann sich bei so allgemeinen Dingen wie Zahlwortern nicht
wie bei medizinischen oder astronomischen Begriffen auf sachliche
Schwierigkeiten berufen. Es bleibt fast nur die Annahme, daB eine
an sich schlechte handschriflliche Uberlieferung schon frithe an

! Nach einer Vorlage, die sipos iiber celentis hatte.
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einen Ort verschleppt wurde, wo keine Spur von arabischen
Kenntnissen vorhanden war, wo man also die Worte nicht als ara-
bische Zahlworter erkannte, sondern fiir die fremden Namen der
Zahlzeichen hielt. Von jenem Urtext aus muB sich dann das
literarische Kuriosum weiter verbreitet haben; ein literarisches Ku-
riosum ohne alle sachliche Bedeutung bleibt diese ganze Einfithrung
arabischer Namen fir Zahlzeichen, die ebensogut lateinisch be-
nannt werden konnten und benannt wurden.!

Es wire auch an die Analogie der Ubertragung der sewilischen
Buchstabennamen zu den Griechen zu erinnern. Wie dort die
fremden Zeichen mit ihren unverstandenen Namen tibertragen wurden,
so werden in der Ubergangszeit die arabischen Zahlworler als
,Namen“ fir die Ziffern gebraucht worden sein.

Von dem Verfasser der bekannten Merkverse (Cantor I, S. 893)
kann man sagen, daB er weder arabisch verstand noch von der
arabischen Herkunft der Worte etwas wulite; er hiitte sie doch
sonst unmoglich unbesehen beibehalten konnen. Gleichwohl glaube
ich selbst in diesen Versen, wo sie nicht reines \Wortgeklingel
sind, Anklinge an arabische Zusammenstellungen iber die ,Eigen-
schaften der Zahlen“ nachweisen zu konnen, mochte sie also nicht
wie Cantor nur als Gedichtnisverse zur Einprigung der fremdartigen
Worter betrachten. Man findet z. B. bei den lhwéan as-safa (ed.
Bombay I, 20—31) einen solchen Abschnitt oowdt (ol e Uber
die Eigenschaften der Zahl; darin heift die 1 Wurzel (Juo! asl)
und Ursprung der Zahlen, die 2 ist die erste eigentliche Zahl,
die 3 die erste unpaarige Zahl, die 4 die erste Quadratzahl
(s oo= ‘adad magdur), die 5 die ersle Kreiszahl (wegen
5.5 = 25, 5.2 = 125), die 6 die erste vollstindige Zahl
(pl5 oo ‘adad tamm), die 7 die erste vollkommene Zahl (J oxe
‘adad kamil), die 8 die erste W irfel- oder Korperzahl, die 9 das

! So in dem von V. Momter in seinem Aufsatz ,Le plus ancien traité
francais d’algorisme* (Bibl. Math., 3. Folge, Bd. 9, 1908/9, S.53) mitgeteilten
Carmen de algorismo, wo ¢s heifit:

Haec algorismus ars praesens dicitur, in qua

Talibus Indorum fruimur bis quinque figuris:
0.9.8.7.6.5.4.3.2.1.

Primaque significat unum; duo vero secunda;

Tertia significal tria; sic procede sinistra,

Donec ad extremum venias, quae cifre vocatur,

Quae nil significat: dat significare sequenti.
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erste Quadrat einer unpaarigen Zahl usw. Stellen wir dieser
Aufzihlung die Verse gegeniiber:

Ordine primigeno sibi nomen possidet Igin.
Andras ecce locum previndicat ipse secundum.
Ormis post numerus non compositus sibi primus.
Denique bis binos succedens indicat Arbas.
Significat quinos ficto de nomine Quimas.

Sexta tenet calcis perfecto munere gaudens.

Zenis enim digne septeno fulget honore.

Octo beatificos Temenias exprimit unus

Terque notat trinum Celentis nomine rithmum —,

so erkennt man aus den kursiv gedruckten Worten sofort die vor-
handenen Parallelen. Unverstindlich sind mir nur die seligmachen-
den Acht und das ficto de nomine bei Funf; doch konnte dies noch
ein Anklang an die arabische Einteilung der Zahlwortformen sein
(6-"2’3“ modl (gl s 0. 8. 77), jenes an die 8 Seligpreisungen er-
innern (s. Nachtrag S.114). Vielleicht lassen sich niherliegende lateini-

sche Vorbilder auffinden; dab alle diese Dinge auf den Gedankenkreis

der Theologumena Arilhmeticae zuriickgehen, ist selbstverstindlich.

Ich bin mit dieser Untersuchung zu Ende. Ob das niichterne
Ergebnis allgemein befriedigen wird, weif ich nicht; daB es me-
thodisch auf festen Fiifen steht, wird kaum zu bestreiten sein.
Hitte man philologisch-kritische Grundsiitze stets vor Augen gehabt,
so wire das ganze Aufgebot von Gelehrtheit und Scharfsinn zur
Aufdeckung alter chaldiischer oder pythagoreischer Weisheit iber-
flissig gewesen. Der Zweck dieser Untersuchung wire erreicht,
wenn dadurch wenigstens weiteren Phantastereien far kunftig ein
Ziel gesetzt wiirde.

X. Das Kapitel von den Geschéften.

Die Aufgaben zweiten Grades, die Muhammad b. Masa im
ersten Abschnitt seiner Algebra behandelt, sind rein formaler Natur
und tragen nichts zu dem Zwecke bei, dem nach dem Vorwort
(vgl. oben S.5) das Werk dienen soll. Auf die eigentlichen Ge-
schiftsaufgaben, auf das Geschéftsrechnen, kommt der Verfasser
erst in dem wdelall UL bab almu‘dmalat, dem Kapitel von den
Geschiften, zu sprechen. Es hat ob seines durftigen mathematischen
Inhalts bisher kaum Beachtung gefunden und wird bei Cantor I3,

0
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S. 726 mit den Worten gekennzeichnet: ,Indisch ist auch wohl die
nur uneigentlich der Algebra zugeteilte Regeldetri, welche in der
Fortsetzung von Alchwarizmis Werke auftritt und dhnlich bei grie-
chischen Schriftstellern uns nicht bekannt ist*. Die geschichtliche
Bedeutung des Abschnitts wird sofort eine wesentlich andere, wenn
man diesem Satze die bestimmtere Form gibt: ,Durchaus indisch
ist nach Inhalt und Form das Kapitel von den Geschiiften,
und wenn man sich vergegenwiirtigt, daf hier die Moglichkeit vor-
liegt, Muhammad b. Masas Arbeitsweise und personliches Ver-
dienst um die Popularisierung des indischen Rechnens an einem
einwandfreien Beispiel zu prifen.

Griechische Herkunft des Kapitels ist ausgeschlossen: die ganze
mathematische Uberlieferung weif nichls von Aufgaben nach einer
Regeldetri trotz hoher Ausbildung der Lehre von den Proportionen.!
Erst spit, um die Mitte des 14. Jahrhunderts, tauchen bei Nikolaus
Rhabdas von Smyrna Aufgaben tber ,politische Arithmetik*, d. i.
biirgerliches Rechnen auf, die mittels Regeldetri gelost sind.? Noch
spiiter — in das 15. Jahrhundert — sind die von J. L. Hgisere?
verdffentlichten byzantinischen Texte zu setzen, in denen wir den
Ausspruch finden: /| 8 t@v Tpidv pédodog 6 TAS AoTIOTIKAG MAVTIG
¢oti, kaddg enowv O mohaidg Aoyog. Wie alt dieses ,Wort* auch
sein mag, es ist sicherlich eher arabischen oder ilalienischen als
griechischen Ursprungs. Auch das von Huurscu* beigebrachte Scho-
lion zu Platons Charmides 165E, in dem ,schliefilich* als Zweck
der Logistik angegeben wird, daf sie den Bediirfnissen des Alltags-
lebens diene, um brauchbare Vertriige iber Mein und Dein, tiber Soll
und Haben, tber Erbschaftsteilungen usw. abzuschliefien, schligt
der im Charmides selbst gegebenen rein theoretischen Definition ofov
1 hoyioTik €otiv mou 100 dptiou kai TOO mEPITTOl TANDoug Bmwg Exer
mpog abtd kai mwpog dANa (ed. Scuanz, VIZ S. 17) ins Gesicht, und
beweist nichts fur Anwendung der Regeldetri.

Im Gegensatz zu dem Versagen griechischer Uberlieferung hin-
sichtlich der Regeldetri konnen wir bei den Indern eine nicht ab-
‘Tgl.:mch TroprkE, Gesch. d. Elementarmath. I, Leipzig 1902, S. 97.

2 P. Tanngry, Notice sur les deux letires arithmétiques de Nicolas Rhabdas,
Notices et extraits des Manuser. de la Bibl. nat. XXXII!, Paris 1886, S, 121 fI.;
CanTor, I3, S. 514.

2 J. L. HeBerg, Byzantinische Analekien, in Abhandl. z. Gesch. d. Math.,
9. Heft, 1899, S. 167.

4 Paury-Wissowa, Realenzyklopadie, Bd. V, Sp. 1054 ; vgl. auch P. TannEry,
a.a. 0, S.123.
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brechende, nach Form und Bezeichnungsweise feste Uberlieferungs-
kette von Aryabhatta im 5. bis zu Bhaskara im 12. Jahrhundert
verfolgen. Unter den iuBerst knapp gehaltenen Regeln, die Roper
in seinen Lecons de caleul d'Aryabhata® dbersetzt hat, findet sich
die folgende:

XXVI. Dans la «régle de trois», le srésultat> (ou efruit»
phalam) multiplié par la «demande» et divisé par le «type»
donne le «résultat de la demande>.

Die Sanskritworte umschreibt und tbersetzt Rober mit traird-
cikam = regle de trois; phalam = fruit, résultat, revenu; icchd =
demande, quantité pour laquelle on demande, pramdna = type,
quantité type?; dazu kommt icchdpala = résultat de la demande®.

Ganz denselben Ausdriicken begegnen wir bei Brahmagupta
in der ersten Hilfte des 7. Jahrhunderts; der Wortlaut der Regel
ist nach CoLeBrookE a. a. O., S. 283:

10. In the rule of three, argument, fruit and requisition
[Zusatz des Ubersetzers ,are names of the terms“]: the
first and last terms must be similar. Requisition, multiplied
by the fruit, and divided by the argument, is the produce.

Ein Kommentator fiigt hinzu, daf der mittlere Term anders
(dissimilar) benannt ist und daB die Regel sich auf ganze Zahlen
bezieht; wenn Briiche vorkommen, sollen sie alle auf denselben
Nenner gebracht werden. Als Beispiel wird von ihm gegeben:
Jemand gibt weg 108 Kiihe in 3 Tagen; wieviel Kithe bringt er
fort in einem Jahr und einem Monat?

Feststellung: Tage 3. Kihe 108. Tage 390.
Antwort: Kiuhe 14040.

Hieran schliefit sich S. 284 die Regel fur umgekehrtes Ver-
héltnis und fir mehr als 3 gegebene Grofen:

11. In the inverse rule of three terms, the product
of argument and fruit, being divided by the demand, is
the answer.

11—12. In the case of [three or] more uneven terms, up
to eleven, transition of the fruit takes place on both sides.

1 Journ. asiat., 7. Série, Bd. 13, 1879, S. 402.
2 Roper, L'algébre d’Al-Kharizmi, Journ. as., 7. Série, Bd. 11, S. 47.
3 Dies nach CoLeBROOKE, Algebra with Arithmetic and Mensuration, S. 33.
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Der Kommentator bemerkt, daf der Fall mit 3 Termen aus-
zuschlieBen sei, weil er schon in der Hauptregel behandelt ist, und
daf die Regel die Fille mit 5, 7, 9, 11 Termen ins Auge fasse;
auch gibt er weitere Beispicle.

Aus der Mitte des 9. Jahrhunderts ist ein mathematisches
Werk von Mahavira erhalten, das im fiinften Kapitel von der
einfachen und zusammengesetzten, direkten und inversen Regeldetri
handelt und Anwendungen auf Zinsrechnung, Handel und Messungen
(mensuration) enthalt.!

Die ausgiebigste Behandlung der Regel finden wir bei Bha-
skara und seinen Kommentatoren; ich teile auch hier den Text
nach der Ubersetzung von CoLEsrookk (a. a. O., S. 33) mit:

70. Rule of three terms. The first and last terms,
which are the argument and requisition, must be of like
denomination; the fruif, which is of a different species,
stands between them: and that, being multiplied by the
demand (d.1i. requisition) and divided by the first term,
gives the fruit of the demand. In the inverse method,
the operation is reversed. '

In den Beispielen werden die gegebenen Zahlen einfach neben-
einander gesetzt; die beiden ersten lauten in deutscher Ubersetzung:

71. Wenn man 2} palas Safran fir 2 nishea erhilt:
sage sofort, trefflichster Kaufmann, wieviel Safran man fir
9 nisheas erhilt? ’ '
Feststellung: -§+7. Antwort: 52 palas und 2 carshas.

72. Wenn man 104 nisheas fir 63 palas besten Kampfers
erhilt, so Giberlege und sage mir, mein Freund, was man
far 12} palas bekommt ?

Feststellung : 63-104-4°. Antwort: 20 nishcas, 3 dram-

mas, 8 paias, 3 cdcinis, 11 Kaurischalen und } Teil.

Die Regeln tiber die umgekehite und zusammengesetzte Regel-
detri lauten nach Covresrooke:

74. Rule of three inverse: If the fruit diminish as
the requisition increases, or augment as that decreases,
they, who are skilled in accounts, consider the rule of
three terms to be inverted.

! D. E. Smitn, Bibl. Math., 3. Folge, Bd. 9, 1908/09, S. 108.
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79. Rule of compound proportion. In the method
of five, seven, nine or more terms, transpose the fruit and
divisors; and the product of multiplication of the larger
set of terms, being divided by the product of the less set
of terms, the quotient is the produce.

Es cribrigt sich, auf die manchmal schon recht verwickelten
Beispiele bei dem drei Jahrhunderte nach Muhammad b. Musa
schreibenden Bhaskara einzugehen. Die Regeln selbst werden
zwar etwas ausfihrlicher, bleiben aber wie immer bei den Indern
reine Rechenrezepte. Die Fachausdriicke bediirfen besonders deshalb
einer niheren Erliuterung, weil nach ihnen die arabischen
gebildet worden sind.

Die Ausdrucksweisec wird sich fir das Deutsche éndern, je
nachdem wir eine Zins- oder eine Warenrechnung zugrunde legen.
Bei einer Zinsrechnung heifit es z B.: ,Was trigt ein Kapital
von 3500 Mk., wenn 100 Mk. 4 Mk. Zins tragen?* Hier ist die Zahl
100 = prdmana, le type, the argument, also die Norm, das Grund-
kapital; die Zahl 4 = phalam, le résultat, le revenu, the fruit,
also sein Ertrignis — wir sagen genau wie vom Baume oder
Acker, daB das Kapital Zinsen ,tragt‘. Die Zahl 3500 ist icchd,
la demande, the requisition, fir uns das Kapital; die gesuchte
Zahl ist also icchdpala, le résultat de la demande, fur uns der Zins,
das Ertriagnis des Kapitals. Bei Warenrechnungen werden wir
pramana mit Grundmenge oder Grundmah, phalam mit Grund-
preis oder Grundwert, icckd mit Angebot oder Gesamtmenge,
icchdpala mit Gesamtpreis oder Gesamtwert ibersetzen konnen,
da es sich meist darum handeln wird, aus dem fur eine kleinere
Menge gegebenen Marktpreis den Betrag fiir eine grofiere Menge

" zu berechnen.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir uns dem Kapitel von
den Geschiften in Muhammad b. Misas Algebra zuwenden. Es
ist notwendig, Text und Uberselzung Rosens wiederzugeben, um
{iber die darin enthaltenen Versehen zur Klarheit zu kommen. Der
theoretische Teil des Kapitels lautet wie folgt (Rosey, S. 48):

Gyl adl ed Ll G wlalaa el kel O
Muwdl Lo Daddy ofone! 'v'.ug)lg [ESVL S CRNON A e 8>3y oyealls
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1 Lies gty g2y, Natiirlich konnte man auch vorher ja.ily .l umstellen.

Zur gltesten arabischen Algebra und Rechenkunst. 97
M ooald (il paadl 59 (SO0 ooally 2l 59 (SO sowlS
A>ly Raghse 530 ool g RS oloedl xag, 31 adsy 8peidl 45
bl @ Sl Sy miey o8 QA 8p3 2 (sO) L3y Spand et

Lia ek f 0w W gt oled )UK A il f WS

kjé
eyt cyRol! Opas  asm>lal cyitan lazia 0=ty K st

O

S 00wl de mandd & Wi aslo b Leate Ol il
SN Jaell ool 425 o Z"'D W Jeax aille (oA ;QLSH
& ket (g ool e ead JAlad xie \.S‘LM;

Nach der Uberselzung von Rosen (S. 68): ,0n mercantile
transactions. You know that all mercantile transactions of people,
such as buying and selling, exchange and hire, comprchend always
two notions and four numbers, which are stated by the enquirer;
namely, measure and price, und quantity and sum. The number
which expresses the measure, is inverscly proportionate to the number
which expresses the sum, and the number of the price inversely
proportionate to that of the quantity. Three of these four numbers
are always known, one is unknown, and this is implied when the
person inquiring says «how much?» and it is the object of the
question. -— The computation in such instances is this, that you
try the three given numbers; two of them must necessarily be in-
versely proportionate the one to the other. Then you multiply
these two proportionate numbers by each other, and you divide
.the product by the third given number, the proportionate of which
is unknown. The quotient of this division is the unknown number,
which the inquirer asked for; and it is inversely proportionate to
the divisor.*

Die Worte des Textes, die den ersten vier kursivgedruckten
Worten der Ubersetzung entsprechen, sind:

1. mndl | almusa“ar = the measure
2. sl alsi'r = the price

3. &t altaman = the quantity

4. oyeilt ) almutamman -~ the sum.

Auch wer des Arabischen unkundig ist, erkennt aus der Um-
schreibung, daf im Arabischen Wortpaare vorliegen, die von der

* Lies . — ® Lies go2ll.

Sitzungsberichte der Heidelb. Akademie, phil-hist. KI. 1917. 2. Abh. 7
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gleichen Wurzel gebildet sind, wihrend Rosen vier verschiedene und
dabei recht unbestimmte Ausdricke zur Ubersetzung verwendet.
Das ist schon ein methodischer Mifgriff; dazu kommt aber noch,
"dal die Ausdriicke 3. und 4. im arabischen Text falsch gestellt
sind, wenn wir die Ubersetzung anerkennen, oder umgekehrt, daf
Rosexs Ubersetzung falsch ist, wenn wir den Text gelten lassen.

Um zum Verstindnis der Ausdriicke zu gelangen, miissen wir
von si'r und taman ausgehen. Wenn wir alsi'r mit ,die Schéitz-
ung* ibersetzen, so ist almusa“ar ,das Geschitzte®, die ge-
schiitzte Ware!; in gleicher Weise ist nach alédman ,der Wert*
das Partizipium almutamman ,das Gewertete® gebildet. Wir
miissen also altaman = the sum, almutamman = the quantity setzen.
Die Worte musa“ar und si‘» geben in freier, dem arabischen Sprach-
geist angepafiter Weise das indische prdmana (argument) und plalam
(fruit) wieder, wihrend in mutamman und taman die Aquivalente
von icchd (demand) und icchapala (fruit of the demand) vorliegen.
Vom mathematischen Standpunkt ist darin, daB die arabische Be-
zeichnung schon grammatisch die Gleichartigkeit der Grofien in
musa“ar und mutamman einerseits, si‘r und taman andererseits zum
Ausdruck bringt — wir wirden die Worte ,Ware® und ,Preis®
iiber den Ansatz stellen —, ein terminologischer Fortschritt zu er-
blicken; der Inder muB ausdriicklich bemerken, dai <argument and
requisition must be of like denomination; the fruit, which is of a
different species, stands befween them».

Von irgendeiner Anspielung auf die griechische Lehre von den
Proportionen ist bei Mulhammad b. Misa weder im Kapitel von
den Geschaften noch sonstwo das geringste zu lesen. Damit wird
auch Rosens kithner Versuch hinfillig, das Wort ¢ylas mubd’in
mit inversely proportionate zu {bersetzen. Wir missen bei der
Grundbedeutung ,abgesondert, getrennt* oder der sich daraus leicht
ergebenden Bedeutung ,sich gegeniiberstehend® stebenbleiben, also
wie es bei dem soeben angefiihrten indischen Zitat der Fall ist, nur
den rein iuBerlichen Gesichispunkt der Anordnung der vier Zahlen
im Rechenschema bei der Ubersetzung im Auge haben. Das Wort
ist weiter nichts als ein Synonym zu dem Parlizip Jalie mukabil
,entgegengesetzt*, das uns an die xhlie mukabalah, oppositio er-
innert. Auch der Ausdruck fwo notions am Anfang der Ubersetzung

1 Der jas musa®ir ist der ,inspecteur des poids et mesures* und (3)pawi
tastir oder tastirah ist das ,réglement pour le prix des denrées* (Dozy s. v.).
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ist irrefihrend. Muhammad b. Masa spricht nicht von zwei Be-
griffen, sondern von (y¢=>s d.i. zwei ,Gesichi{spunkten“ und meint
damit — wie aus einem der Beispiele klar hervorgeht —, daf
entweder nach dem ,Wert“ oder nach dem ,Gewerteten* gefragt
sein kann.

Legt man bei der Wiedergabe des Arabischen mehr Gewicht
auf photographische Treue, als auf elegantes Umschiffen von Klippen
und Schwierigkeiten, so wire der Text etwa wie folgt zu iber-
setzen: —

»Wisse, dak die Geschifte der Menschen — sie (gehoren)
alle zu dem Kauf und dem Verkauf und dem Austausch
und der Miete und anderem dergleichen nach zwei Gesichts-
punkten mit vier Zahlen, welche der Fragende ausspricht,
niamlich dem Geschitzten und dev Schitzung und dem Ge-
werteten und dem Wert. Die Zahl, die das Geschitate ist,
steht gegentiber der Zahl, die der Wert ist, und die Zahl,

A die die Schitzung ist, steht gegentiber der Zahl, die das

Gewertete ist. Und diese vier Zahlen, drei von ihnen
sind stets offenkundig, bekannt, und eine von ihnen ver-
borgen, und das ist die, welche in der Rede des Redenden!
wieviel (heift) und nach welcher der Fragende fragt.

Und die Regel in diesem (ist), daB du schaust auf die
drei offenkundigen Zahlen, so ist kein Ausweg, als daB
zwei von ihnen, eine jede von beiden gegeniiberstehend
(sind) ihrem Gefihrten; so multipliziere die- beiden offen-
kundigen gegeniiberstehenden Zahlen, eine jede von ihnen
beiden mit ihrem Gefithrten, und was sich ergibt, das teile
mit der letzten offenkundigen Zahl, deren Gegeniber un-
bekannt (ist); und was dir herauskommt, das ist die un-
bekannte Zahl, nach welcher der Fragende fragt, und sie
steht gegentber der Zahl, mit der du geteilt hast.

Die Verwechslung von (y+3 und (yeis findet sich nur im ein-
leitenden Teil; es wird daher geniigen, die nun folgenden Aufgaben
the Wiederholung des arabischen Textes in genauer deutscher-
Ubersetzung mitzuteilen. Es sind die folgenden:

L. Unq Beispiele dafiir unter einem Gesichtspunkt
dav‘on s'lnd: Wenn gesagt wird ‘Dir 10 um 6, wieviel dir um 4%
so ist sein Wort 10 die geschiitzte Zahl, und sein Wort ‘um ¢’

! Auch hier ist $&\ J 3 ,in loquela loquentis® keine regula sermonis.
hid
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ist die Schiitzung und sein Wort ‘wieviel dir’ die unbekannte ist
gewertete Zahl und sein Wort ‘um 4’ ist die Zahl, die der Wert
ist. Nun steht die geschiitzte Zahl, nimlich 10, gegeniiber der
Zahl, die der Wert ist, nimlich 4; multipliziere also die 10 in
die 4, und beide sind die gegeniiberstehenden offenkundigen, dann
gibt es 40; teile sie nun durch die letzte offenkundige Zahl, die
die Schitzung ist, némlich 6, so gibt es 6%s, und das ist die un-
bekannte Zahl, die in dem Worte ,wieviel“ steckt, und das ist
das Gewertete, und sein Gegeniiber ist die 6, die die Schiitzung ist.

II. Und der zweite Gesichtspunkt ist das Worl dessen,
der sagt ‘10 um 8, um wieviel des Werts 42’ und manchmal sagt
einer ‘vier von ihnen, wieviel ihr Wert?' Die 10 nun sind die
geschiitzle Zall und die steht gegeniiber der Zall, die der un-
bekannte Wert ist, der in seinem Wort ‘wieviel’, und die 8 ist
die Zahl, die die Schitzung ist, und diese steht gegeniiber der
offenkundigen, die das Gewertete ist, ndamlich 4; so multipliziere
die beiden gegeniiberstehenden offenkundigen Zahlen eine in die
andere, nimlich 4 in 8, so gibt es 32, und teile sie in die letzte
offenkundige Zall, die die geschiilzte ist, nimlich 10, so gibt es
31, und das ist die Zahl, die der Wert ist, und sie steht gegen-
tiber den 10, durch (iiber!) die du geteilt hast. Und so (sind)
alle Geschiifte der Leute und ihre Regel, so Gott d. E. will.

IIl. Und wenn ein Fragender fragt und sagt: Ein
Taglohner, den ich gemietet im Monat fiir 10 Dirhem, arbeitet
6 Tage, wieviel ist sein Anteil? so weifit du, dak 6 Tage /s des
Monats und daf, was sein Anteil von den Dirhem ist, (sich be-
rechnet) gemiii dem, was er von einem Monat gearbeitet hat.
Und die Regel dafiir ist, daf sein Wort ‘Monat’ 30 Tage (aus-
macht), und das ist das Geschitzte, und sein Wort ‘10 Dirhem’
ist die Schiitzung und sein Wort ‘6 Tage’ ist das Gewertete und
sein Wort ‘wieviel ist sein Anteil’ ist der Wert. So multipliziere
die Schiitzung, nidmlich 10, in das Gewertete, das ihm gegeniiber-
steht, namlich 6, das gibt 60, und teile es durch die 30, die die
(letzte) offenkundige Zahl sind, so ist das das Geschiitzte; das
gibt 2 Dirhem, und das ist der Wert. Und das ist, was die
Leute untereinander verhandeln vom Austausch und vom MaB
und vom Gewicht. )

Es verlohnt sich, noch einen Blick in die lateinische Ubersetzung
des Kapitels (Liri a. a. 0., S. 286) zu werfen. Wir finden die
kritischen Sitze am Anfang vollkommen einwandfrei mit folgenden
Worten wiedergegeben: Scias quod conventiones negationis homi-
num sunt secundum duos modos cum quattuor numeris quibus inter-
rogator loquitur. Qui sunt pretium et appretiatum secundum posi-
tionem, et pretium et appretiatum secundum querentem. Numerus
vero qui est appretiatum secundum positionem opponitur numero
qui est pretium secundum querentem . . . Ebenso spiter: ‘Horum
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vero quattuor numerorum tres semper manifesti et noti, et unus est
ignotus .. ." und ‘Impossible est enim quin duo eorum sint quorum
unusquisque suo compari est oppositus’ . . . etc.

Wir sehen die frithere Beobachtung bhestiitigt, daf diese la-
teinische Ubersetzung besser ist als Rosens Wiedergabe. ja wir
konnen sogar wieder nachweisen, daB sie einen besseren Text
wiedergibt, als ihn Rosen zur Verfiigung hatte. Nicht nur, daB jene
kritisch beanstandeten Stellen hier in ganz richtiger Folge wieder-
gegeben sind, auch der Text des ersten Beispiels zeigt eine Variante,
die den Sinn der Aufgabe klarer wiedergibt. Denn es heifit hier
nicht ‘10 um 6, wieviel um &', sondern ‘decem cafficii (;ai3 kafiz,
ein bekanntes HohlmaB) sunt pro sex dragmis: quot ergo perveniet
tibi pro quattuor dragmis?’.

Eine Vergleichung der indischen Regeln und Beispiele mit der
Darstellung des Gegenstandes durch Muhammad b. Misa zeigt
neben aller Abhingigkeit — diese ist ganz besonders auch in dem
Fehlen eines Beweises fiir das Verfahren zu erblicken — doch genng
von personlicher Eigenart. Der Araber fafit gleich alle vier Zahlen
ins Auge und gruppiert sie paarweise, wihrend die Inder die Regel
nach den drei hekannten Zahlen benennen und die Stellung der
mittleren zwischen zwei gleichhenannten besonders hervorheben;
der Araber ahmt die indische Terminologie nicht sklavisch nach,
sondern verbessert sie, indem er zwei Grundwértern zwei abgeleitete
gegentiberstellt. Aber er beschriinkt sich in seinen drei breit aus-
gefihrten, fir den elementarsten Verstand faBbar gemachten Bei-
spielen auf die einfache und direkte Regeldetri und bleibt dadurch
wesentlich hinter den Indern zurtick.

Unter den Abhandlungen der 1hwan ag-safa ist die sechste
vollstindig der Behandlung der arithmetischen und geometrischen
Verhiltnisse gewidmet. Eine gewisse Ubersicht ihres Inhalts ge-
winnt man aus der Ubersetzung von Dietericr (a. a. O., S. 154—168);
nur darf man sie nicht als Quellenschrift beniitzen. Der mathe-
matische Inhalt ist wesentlich griechisch; von der Berechnung un-
bekannter Grofien im Handel ist mehrfach die Rede (ed. Bombay
I, S. 6, 11; Dierericr S. 159, 167), doch wird nur oS und Cyia
unterschieden; der kennzeichnendste Satz lautet (a. a. 0. S. 11):
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,Jeder, der nach dem Preis irgend einer Sache fragt, mub
notwendig vier Grofen aussprechen, von denen drei hekannt sind
und eine unbekannt ist; und zwischen je zwei Groken bestehen
zwei Verhiltnisse, ein direktes und ein umgekehrtes.

Von der formalen Behandlung der Aufgaben, wie sie Mu-
hammad b. Masa nach indischem Vorbild in die arabische Ma-
thematik einfihrte, sind bei Beha eddin nur noch wenige Reste
geblieben. Er steht in seinem Kapitel X33k wYgegnll R P
sumlixl! ,Uber die Elimination der Unbekannten durch die vier
proportionalen (Zahlen) ganz auf dem Boden der Lehre von den
Proportionen. Nur in dem Beispiel, das offenbar der ersten Auf-
gabe bei Muhammad b. Masa nachgebildet ist, begegnet uns
auch noch dessen Terminologie:

byt R o (b, wolo Wik byl K M 5
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,Wirde gesagt: ‘finf Pfund und drei Dirhem, zwei Pfund um
wieviel ?’ so ist 5 Pfund das Geschitzte und 3 die Schitzung und
die 2 Pfund das Gewertete, und das Gefragle ist der Wert, und
das Verhiltnis (nisbak) des Geschitzten zur Schatzung ist wie das
Verhiltnis des Gewerteten zum Wert; die Unbekannte ist die vierte
(Zahl), teile also das Produkt (die Fliche) der beiden mittleren
(Zahlen), namlich 6, durch die erste, namlich 5.¢

Es tberschreitet’ die mir gezogenen Grenzen, auch die Ab-
handlung Médodog mohmikiv hoyapieopiv des Nikolaus Rhahdas
nach ihrer Herkunft genauer zu untersuchen. P. Tannery nennt
sie (a. a. 0. S. 136) ,un morceau unique en grec, ohne sich auf
die Ursprungsfrage einzulassen. Die Unterscheidung der drei Fille
(S. 196/7) ist die indische, die Grundlagen der Schrift sind also ent-
weder indisch oder arabisch-persisch (s. 0. S. 40); wie weit der
Verfasser in den Beispielen eine selbstandige Leistung bietet, ist
zur Zeit nicht zu entscheiden.

! NesseLMANN  vokalisiert ;.,.L’\ und ;_,L‘i\; das erste ist falsch, das zweite
mindestens ungewéhnlich. Er gibt die Termini durch das Geschditzte, der Wert,
das Gekaufte, der Preis wieder, '

Zur dltesten arabischen Algebra und Rechenkunst. 103

XI. Aus dem Kapitel iiber die Messung.

Das Kapitel uber die Messung hal AristipE MARRE zuerst
1846 in den Nouvelles Annales de Mathématiques, Bd. 5, S. 557—570
nach Rosens Ubersetzung, dann 1865 in den Annali di Matematica
pura ed applicata Bd. 7, S. 269 «littéralement sur le texte arabe lui-
méme> ins Franzésische tibersetzt. Ich beabsichtige nicht, diese drei
Ubersetzungen mit dem Original zu vergleichen?, sondern beschriinke
mich auf terminologische Bemerkungen, die mir das Original selbst
nahe legt. Vorher aber ist eine grundsitzliche Frage zu erledigen.

Cantor hat 13 S. 726 ff. tiher das Kapitel von den Messungeh
berichtet und bemerkt, daB es ,unzweifelhaft wieder griechischen
Quellen* entstammt. Auch Hawmker hat schon (a.a. 0., S. 271) die
Behauptung aufgestellt, daB in dem Kapitel nichts Indisches zu
finden sei als der Wert /10 fir m. Mit solchen Versicherungen
ist aber nichts bewiesen. Es kommt doch vor allem auf die Frage
an: Hat sich Muhammad b. Musa bei der Ausarbeitung seiner
Algebra griechischer oder indischer Quellen bedient? Missen wir
an schriftliche Darstellungen des Gegenstands denken, so daB also
Mubhammad b. Miisa entweder Sanskrit oder Griechisch zu lesen
imstande war, oder ist an eine Vermitllung des Stoffs in lebendigem
Gedankenaustausch zwischen ihm und gelehrten Indern oder Griechen
am Hofe des Kalifen zu denken? Diufen wir die niichsle Quelle,
die der Uberlieferung nach doch indisch gewesen ist, einfach aus-
schalten, weil die elementaren Dinge, um die es sich in der Geo-
metrie handelt, selbstverstindlich auch griechisch sind?

Den Beweis far die griechische Herkunft des Kapitels sucht
Canvtor mit Hilfe einer quadratischen Figur zum pythagoreischen
Lehrsatz zu fithren, die als einzige Buchstaben an den Icken
und Schnittpunkten hat, und zwar ,solche, die .. . ins Griechische
iibertragen eine richtige Reihenfolge der gewithlten Buchstaben
geben. Die Korrektur ; fur , ist jedenfalls richtig, das Fehlen
des » zeigt, daB es sich um Ubertragung der Buchstaben des grie--

1 Der erste Satz glod 3 glod oluay dalus # WL waly 3 snly gas O pr
lautet wortlich: ,Wisse, daB der Sinn von ‘eins in eins’ nur (eiue) Messung (ist),
und sein Sinn ist ‘eine Elle in eine Elle’. Marre beanstandet Rosens Ubersetzung
one by one is mensuration, glaubl aber islua Ji &I lesen zu miissen, um ‘un
par un appartient au Messihat' Gbersetzen zu konnen. Die Anderung des Textes
ist auf alle Fille verfehlt, denn man kann arabisch nicht axlus 1 asly gas sagen;

~wohl aber kann man nach Bedarf auch ,betrifft¢ als Kopula einfigen.
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chischen Alphabets handelt. Aber was beweist das fiir die iibrigen
Figuren? Diese missen, da sie iberall Ldngenbezeichnungen in
indischen Ziffern tragen, nach demselben Grundsatz ebenso
unzweifelhaft als indisch gelten. Denn das ist, wie ein
Blick in CoLesrookes Werk zeigt, spezifisch indische Me-
thode. Es ist unverstindlich, wie man diese Tatsache, die bis
auf das genannle Quadrat fir alle! Figuren gilt, als unerheblich
bei Seite schieben konnte.

Wenn Muhammad b. Masas Zahlenbeispiele fast durchweg
einfacher sind als die der indischen Kommentatoren, so entspricht
das unseren Beobachtungen bei dem Kapitel tber die Regeldetri
und stimmt mit dem Zweck der Popularisierung.? Manche Zahlen-
beispiele sind identisch oder proportional mit indischen, obwohl kein
Grund dagegen vorlag, beliebige andere Zahlen zu wihlen; so das
Rechteck mit den Seiten 6 und 8 (Rosen S. 76 = CoLEBROOKE S. 75),
der Rhombus mit den Diagonalen 6, 8 bzw. 30, 40 (Rosex S. 77

= CoLEBROOKE S. 74).

DaB man bei Mubhammad b. Muasa auch Dinge ﬁndet die
aus Heron und andern griechischen Quellen zu stammen scheinen,
leugne ich natiwlich nicht: aber der Beweis wird schwer zu fihren
sein, daf diese Teile nur direkt aus griechischer Quelle genommen
werden konnten. Das wiire erst moglich, wenn wir tber die in-
dische Mathematik ebenso genau unterrichtet wiren, als wir es
iiber die griechische sind. Beobachtungen, die sich mir aus der
Durchsicht des Textes der Messungen ergaben, bestitigen die aus
auBeren Anzeichen gewonnene Uberzeugung, dab das Kapitel mit
seiner Auswahl von Berechnungsaufgaben in stirkerem Mafe unter
indischem Einflug stand, als bisher geglaubt wurde. Ich betone
aber auch diejenigen Momente, die Anklinge an Herons «Ver-
messungen» zu bieten scheinen.

Griechisch, nicht indisch, mutet aufer dem Titel bab almi-
sakak die Einleitung an, in der von der MaBeinheit der Flache
gesprochen wird. Der Zweck des Satzes: ELm\JS G}LMM atake NEVWI N

.‘ \hm“ O.S\.);Juo abg}‘> UMA‘ Lf” Lb ‘.X>§3 Lsd &:ﬁba’ Os>’ \.:

! Dafi S. 62 der Kreis mit dem Durchmesser keine Zahl trigt, isl sicher
Zufall; es miifite dort 7 und 22 stehen, wie in den entsprechenden Figuren bei
Bhaskara (CoLeBrookk S. 88. 89).

? Ganz richlig bemerkt Marre (Annali di Matem. 1865, S. 274, Nole ****)
von Muhammad h. Masa: il n'oublie pas qu'il écrit pour le vulgaire et
non pour des mathématiciens.
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«und jede viereckige Fliche gleich an Seiten (erg.: und Winkeln),
siehe, eine ihrer Seifen in eins ist ihre Wurzel, und in zwei sind
zwei ihrer Wurzeln, gleichviel ob diese Fliche klein oder grof ist»
ist mir nicht klar geworden, es sei denn, dak hier der indische
mit dem griechischen Ausdruck in Verbindung geselzt werden sollte.

Das Wort %iaza mu‘ajjanah oder cyaza mu'ajjan fir den
Rhombus ist spezifisch arabisch und wird enlweder von der Form
des Auges oder der des Buchstabens = abgeleitet.?

Uber die drei Werte von m habe ich nichts zu dem hinzuzu-
fugen, was bereits Rosen (Algebra, S. 198. 199), Marke (a. a. O.,
S. 272 Note *), HankeL (a. a. 0., S. 216) und Cantor (I%, S.728) ge-
sagt haben. Dagegen méchte ich einer andern Stelle, die indischer
Abkunft sein muf, einige Worte widmen. Sie lautet (S. 52):

Gal Me g oK F Og W iy Kgade Bpove e XalE
de Sl Baout Cial e ST o1 500 Chal e N LT 50w
Lo B aad g5 Sedl Cawed N B IOF Gusdd ape F WS
LI SDJ JOC S R Y RS G R R 7%] JE EE BN ¢ I K1
SU-STURSISE- ST VIS TEL RS S f Rt R FI BN YEY S < I Y
ﬁ»)! e remdly e & J;‘:,H uad u}i:.‘L': Wi s}ﬂ.) GRS u;:u
o Lain uaitll oM b Bt ki ael L pimdl b o > w35
ad & ) bl el Ol eadll j,MXj NS C)u))‘ o
DS R CCINE VT RSP 3] FSTWe £ 5> b 2l st
S Gal o AT wadl Gl o el e JBE sl il
IR I TP R S-S R YWREE 9% N ECC NS VSR 1)

i

is'),g)\ﬁ raad Cr R w)ﬁjs el C)‘ eabi> les msu!} u.)nﬁi ;’;‘;
SOL;J;“ [SNY) &L\ led ii):u\ﬁ - FEX RS, ;.d/i U"J‘a'” el C)! ke zsd)' J‘
_ W sl kS b bl o
! Der Salz ¢pall oo 4ewd 322t (vAN VioTes, Mafatih al-olum S. 206) kann
beides heifien. Ich halte die zweite Uberselzung fir zutreffender; da aber das
‘Ain doch urspriinglich ein Umrifs des Auges ist, steht auch der andern Auffassung
nichts im Wege. Nach Wanrmunp soll das Wort auch die ‘Raute’ im hotanischen
Sinne bezeichnen, die sonst s~ harmal heifit (Peganum harmala L.); da ich

weder bei Low noch sonst eine Bestitigung finde, stehe ich der Angabe sehr skep-
tisch gegenitber.
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,Und jedes Stiick einer Kreislinie ist dhnlich einem Bogen
(uvs? kaus), und es ist notwendig entweder gleich der Hilfte
einer Kreislinie oder weniger als die Hilfte einer Kreislinie oder
mehr als die Halfte einer Kreislinie; und der Hinweis auf dies ist,
daf der Pfeil (wgm sahm) des Bogens, wenn er gleich der Hiilfte
der Sehne (;3, watar) ist, dann ist es (das Stiick) ebenfalls die Halfte
der Kreislinie; und wenn er weniger ist als die Hilfte der Sehne,
so ist es weniger als die Hilfte der Kreislinie, und wenn der Pfeil
mehr ist als die Halfte des Bogens, so ist es mehr als die Hilfte
der Kreislinie. — Und wenn du zu wissen wiinschest, von welchem
Kreis es ist, so multipliziere die Halfte der Sehne mit sich selbst
und teile es durch den Pfeil und vermehre, was herauskommt, um
den Pfeil, so ist, was sich ergibt, der Durchmesser der Kreislinie,
von der dieser Bogen ist. — Und wenn du zu wissen winschest die
Flache (X5 taksi) des Bogens, so multipliziere die Hillte des
Durchmessers der Kreislinie in die Hillte des Bogens und behalte,
was herauskommt; dann zieh den Pfeil des Bogens von der Halfte
des Durchmessers der Kreislinie ab, wenn der Kreis weniger ist
als die Halfte einer Kreislinie, und wenn er mehr ist als die Hailfte
einer Kreislinie, so ziehe die Hilfte des Durchmessers der Kreislinie
von dem Pfeil des Bogens ab. IHierauf multipliziere, was bleibt,
mit der Halfte der Sehne des Bogens und zieh es ab von dem, was
du behalten hast, wenn der Bogen weniger ist als die Halfte
einer Kreislinie, oder fige es ihm hinzu, wenn der Bogen mehr
ist als die Halfte einer Kreislinie. Was nach der Hinzuftgung
oder Wegnahme (. Laitl o8 s0Ly;3t Oy ba'da 'lzijadati awi 'lnuksani
vgl. S. 15) sich ergibt, das ist die Flache des Bogens."

Die griechische Geometrie weifs nichts von Bogen, Pfeil und
Sehne. Der «Bogen» heifit mepigépein, die «Sehne» /| év T xikhyw
evdeia oder evdeia ENdrTwy ToO dropérpou, der «Pleil> kadetog Tunpa-
tog kukhou. Wohl aber begegnen wir den drei zusammengehorigen
Begriffen in engster Verbindung mit der ersten Regel sowohl bei
Brahmagupta (Coresrooke S. 309) wie bei Bhaskara (ebenda
S. 89). Die Kommentare zu Bhaskara erkliren (S. 89 N. 4):
A portion of the circumference is a bow. The right line between
its extremities, like the string of a bow, is its chord. The line
between them is the arrow, as resembling one set on a how. Fir

«Bogen» werden dhanush, chdpa und andere Synonyma gebraucht, -

fir «Sehne» jivd, jyd, jyacd, guia, mawrvi und andere Synonyma
der Bogensehne, fiir «Pfeil» sara, ishu usw. Die von Muhammad
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b. Mtsa fiir den Kreisdurchmesser gegebene I ormel wirde in unserer
Schreibweise, wenn s die Sehne, p den Pfeil und d den Durchmesser
bezeichnet, die Gestalt

m S+p=4d
4p P =

erhalten. Sie findet sich bei Brihmagupta' und Bhaskara
auch nach s und p aufgelést in den Formen

. () s = V@d-pip
|

m p= g —g Vd*— s’ oderp = g -

Einen Beweis finden wir weder bei den Indern noch bei Muham-

mad b. Musa; er ergibt sich leicht aus dem Ansatz

Ly@Tr9@—s.

t

G-

mit Hilfe des Quadrats der Sehne des halben Winkels.
Die zweite Regel (fiir die Fliche des Kreisabschnitts) lautet
in unsere Zeichen ibertragen (mit b fir den Bogen):

_d b d s d b d\s
Pegrg—(g—rp)soter geg + (p—g)5

Man konnte sich verleiten lassen, aus dem Fehlen dieser
Formeln bei Brahmagupta und Bhaskara und der umstind-
lichen Unterscheidung der zwei Fiille auf eine griechische Quelle zu
schliefien. Aber ich mochte nicht zu behaupten wagen, daB die
Inder, die die Trigonometrie ausbauten, nicht auch gewuft haben
sollten, wie man einen Kreisabschnitt als Differenz oder Summe
des Sektors und des aus der Sehne und zwei Radien gebildeten
Dreiecks findet. :

Ein seltsamer Widerspruch besteht zwischen Text und Figur
fir die Berechnung des Parallelogramms. Der Text sagt, daB das
rautenihnliche Viercck wie die Raute, also aus den 2 Diagonalen,’

' CoLEBROOKE S. 309/10: ,In a circle the chord is the square-root of the
diameter less the arrow taken into the arrow and multiplied by four. The square
of the chord divided by four times the arrow, and added to the arrow, is the
diameter. Half the difference of the diameter and the root extracted from the
difference of the squares of the diameter and the chord is the smaller
arrow." Bei Bhaskara .89 ist die Regel IIl in der zweilen Form an den
Anfang gestellt,
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berechnet wird; die zugehorige Figur!® ist ein Parallelogramm, das
durch zwei Hohenlinien aus den stumpfen Winkeln in ein Rechteck
und 2 Dreiecke zerlegt wird. Diese Dreiteilung findet sich fiir den
allgemeineren Fall eines Paralleltrapezes auch bei Bhaskara (Cove-
BROOKE S. 75, Figur 3); im (ibrigen entspricht die Einteilung der
Vierecke durchaus der griechischen, nicht der indischen Art der
Unterscheidung, wie schon Cavtor (I3, S. 727) hervorhebt.

Das sogenannte heronische Dreieck mit den Seiten 15, 14,13
(Text S. 59, Ubersetzung S. 80ff.) ist mathematisches Gemeingut.
Es wird sich also nie mit Bestimmtheit sagen lassen, ob es Mu-
hammad b. Musa indischer oder griechischer Quelle entnommen
hat. Die ausfithrliche Berechnung der Hoéhe und des Inhalts ist
weder griechisch noch indisch, sondern ganz und gar die Art des
arabischen Verfassers. Wer die Flache des Dreiecks berechnen
will, muB zuerst seine Hohe (Os+s ‘amud) und den ,Fallort seines
Steines* (L5 lokms maskifu hagariha) kennen. Dieser Punkt, den
Rosen als ,,the point from which the line representing the height
does arise bezeichnet, liegt auf der Basis (3=} alkd‘idak) in einer
gewissen Entfernung (‘ala sai’in gemih einem ‘Etwas’) von einer
der beiden (andern) Seiten (cya=he dil‘ain) des Dreiecks. Nimmt
man 14 als Basis und 13 als benachbarte Seite, so wird das ‘Etwas’
mit sich selbst multipliziert ein Quadrat (mal). Ziehen wir es von
13-13 = 169 ab, so wissen wir, daB die Wurzel aus 169—x? die
Hohe ist. Nun sind uns von der Basis 14 — x geblieben. Dies
gibt mit sich selbst multipliziert 196 + x* — 28x; das subtrahieren
wir von 1515, so bleiben 29 [Dirhem] und 28 x — x? und die
Wurzel daraus ist ebenfalls die Hohe. Da wir also wissen, daB
die beiden Wurzeln einander gleich sind, so gleiche beide aus, in-
dem du die Quadrate weglifit, weil sie beide subtraktiv sind; dann
bleiben 29 4 28 x = 169, und wenn man 29 (beiderseits) weg
nimmt, bleibt 28 x = 140, also ist x = 5. Das ist der maskit
alhagar (Rosen: the distance of the said point), der der Seite 13
benachbart ist, und die Vervollstindigung (rL‘3 tamam) der Basis
nach der andern Seite hin ist 9. Um die Hohe zu berechnen,
multipliziert man 5 mit sich selbst und subtrahiert es von dem
Quadrat der benachbarten Seite, namlich 13, dann ist die Wurzel
aus 144, also 12, die Hohe. Sie heift ‘amad (Sédule), weil sie stets

1 Sje ist samt dem Salz Zuall g2l 3550 oisy an eine falsche Stelle ge-
raten, doch mogen typographische Griinde dazu Anlaf gegeben haben. In der
englischen Ubersetzung ist die Anordnung richtig.
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senkrecht auf der Basis steht; das Produkt der halben Basis 7 in
die Hohe 12 gibt den Inhalt 84.

Ich habe den Ausdruck maskit alkagar zunichst ganz wortlich
mit ,Fallort des Steines* wiedergegeben. Dieterict iibersetzt zu-
treffend ,,Fallort des Lotes", wir wirden ,Fufipunkt des Lotes*
sagen. Wir sehen aber den Ausdruck auch fir die Abschnitte der
Basis (die segments der indischen Texte) verwendet, also fur die
Projektionen der Seiten auf die Basis. Das ist natirlich das
Vorbild far das ,eigentimlich auftretende Wort casus, das von
Cantor IIY, S. 37 in zweierlei Anwendung erwithnt wird.

Uber den Rest des Kapitels ist nichts weiter zu sagen, als
daB die Berechnung der abgestumpften Pyramide insofern wieder
»griechisch® zu sein scheint, als sie in den bisher veroffentlichten
indischen Texten, soweit mir bekannt, nicht behandelt wird, und
daf die bei Heron vorkommende Aufgabe, ein Quadrat in das
gleichschenklige Dreieck 10, 10, 12 einzulegen, von Muhammad
b. Musa mit ahnlicher elementarer Breite vorgerechnet wird, wie
der Inhalt des heronischen Dreiecks.

XIIl. Muhammad b. Miasas Algebra als Teil seiner
wissenschaftlichen Gesamtleistung.

Unser kritischer Streifzug durch die verschiedenen Teile der
Algebra hat im ganzen bestitigt, was Muhammad b. Musa selbst
uber Inhalt und Zweck seines Werkes in der Einleitung angibt.
Jedenfalls hat man kein Recht, sich iiber die dort ausgesprochenen
Absichten des Verfassers wegzusetzen und nach unsern MaBstiben
zu beurteilen, nach unserm Gesclimack auszuwiihlen, was nur aus
den Zeitumstinden richtig eingeschiitzt werden kann. Auch wird
man kiinftig nicht mehr sagen diirfen, das Buch sei nur fiir Fach-
leute bestimmt gewesen, wenn der Verfasser selbst den gemein-
verstiindlichen Charakter seiner Schrift betont.

Die terminologischen Untersuchungen in dem algebraischen
Abschnitt des Werkes und die Vergleichung der Kapitel von den
Geschéften und von der Messung mit indischen Quellen haben
ibereinstimmend zu dem Ergebnis gefihrt, daf der Beitrag, den
die indische Mathematik als niichste Quelle geliefert hat, doch
erheblich grofer ist, als gemeinhin angenommen wird. Von
griechischen Vorbildern, sei es unmittelbar oder durch Vermitt-
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lung des Syrischen, sind die mit Buchstaben bezeichneten Figuren
abzuleiten, wobei ich unentschieden lassen muB, ob nur die Sitte,
geometrische Figuren mit Buchstaben zu bezeichnen, oder auch
wesentliche Teile des zugehorigen Textes griechischen Vorlagen ent-
nommen sind. Es bleibt nur noch die Frage, ob die Anwendung
der Algebra auf die Losung von Erbteilungsaufgaben
vielleicht das besondere Verdienst Muhammad b. Misas ist, oder
ob er auch hierin schon gebahnten Wegen folgte. Wir wissen
bereits, daB er sich wiederholt auf Aba Hanifah beruft, und
haben daher jene Stellen einer Prifung zu unterziehen.

Die erste Gruppe findet sich in den Beispielen gegen Ende
des Kapitels ,,Von der Freilassung in der Krankheit*. Hier werden
offenbar nur Rechtsgrundsiitze des Abu Hanifah angezogen, so
wenn es S. 113 heifit: L} (giedl f Reaiz dgi5 ,,der Ausspruch
des Abd Hanifah lautet, daf die Freilassung niher liegt (in erster
Linie zu beriicksichtigen ist)”, oder S. 114: Xapizm 2 a8 & Balai®
craioad Leginy kil oKad it o 5L i3 ambo par ¥ Al
,Und seine Auflosung (beruht) auf dem Ausspruch Aba Hanifah’s
das der (erste) Besitzer der Sklavin nicht mit mehr als einem
Drittel belastet werden darf, und das Drittel zwischen beiden in
zwei Hilften geht“ und ahnlich S.115. Das Suffix in sawlsd ist
natirlich auf das vorangehende Beispiel und nicht auf Aba Hani-
fah zu beziehen.

Die zweite Gruppe von Zitaten ist in dem Kapitel ,Von der
Vervollstindigung* enthalten. Muhammad b. Misa beginnt die
Losung der ersten Aufgabe S. 116 mit den Worten: ,,Mache das
Erste dessen, dem die Sklavin geschenkt wurde, gleich Etwas".
Diese Vorschrift wiederholt er bei den nichsten Aufgaben, bis es am
Schluf einer solchen Rechnung in einer Nachschrift heifit (S. 117,
Z.3 vou): sl adt Lo by Baoy s ol JaS\ Kinds 3 RTCRR
EUVEIG P} ,,Und in ( emii) dem Ausspruch des Abi Hanlfah
machst du das Etwas zu einer Erbschaft, und was mit der Frei-
lassung herauskommt, ebenfalls zu einer Erbschaft*. Gleich damuf
lesen wir (S. 118, Z. 1): ML»&, e Legias wnkidl Biais af Ja8 18
Lo .o Kaopdt Josis f ,,Es sagt Aba Hanifah: Das Drittel
(teile) zwischen beiden in zwei Hilften; und seine Auflosung ist,
daf du die Erbschaft . . . Etwas nennst* usw. Zuletzt (S. 118,
Z.6 v.u) finden wir den Satz b ek & Ips & elaill b
;:.Si _shand Liais Kamogdl Jxi, den man ubersetzen kann: ,,Die Auf-
losung liegt im Ausspruch des Abu Hanifah, daf du die Erbschaft
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Etwas nennst“, aber gewif richtiger tbersetzen wird: ,,Die Auf-
losung im Sinne des Ausspruchs des Abd Hanifah berubt
darauf, daB du die Erbschaft Etwas nennst* usw. So kann auch
diese Stelle nicht zur Begriindung der Vermutung dienen, daf
Mubammad b. Musa fir seine Auflosungsmethoden nennenswerte
Vorginger gehabt habe.

Unentschieden bleibt bei der Unmoglichkeit, direkte Quellen-
schriften nachzuweisen, die Frage nach dem personlichen Anteil
des Verfassers an der arabischen Prigung der Algebra. Ob-
gleich die Uberlieferung in ihm einstimmig den ersten Verfasser
einer arabischen Algebra sieht, ist doch auch die Moglichkeit er-
wogen worden, daf er die Terminologie schon fertig vorgefunden
hatte. Insbesondere hat sich Cantor (I3, S.722) auf Grund der
Annahme, daB Mubammad b. Musd die Ausdriicke gabr und
mukabalah nirgends erklirt habe, dafir eingeselzt, ,daf Alchwa-
rizmi, mag er auch der erste arabische Schriftsteller tber seinen
Gegenstand gewesen sein, doch keinesfalls einen fiir seine Lands-
leute neuen Gegenstand behandelt, daB vielmehr durch mundliche
Lehre schon bekannt gewesen sein muf, was Herstellung
und was Gegentiberstellung sei“. Nachdem sich aber durch die
oben (S. 7—10) durchgefiihrle Untersuchung die Irrtiimlichkeit jener
Annahme herausgestellt hat, lifit sich auch die Behauptung nicht
mehr aufrecht erhalten, ,die Einfiihrung der Algebra miisse hin-
linglich lange Zeit vor Alchwarizmi stattgefunden haben, um
die Moglichkeit zu gewihren, daf jene Begriffe und die fir die-
selben erfundenen Kunstafisdriicke unter den Fachleuten — denn
fir solche schrieb Alchwarizmi — schon landlaufig geworden
sein konnten.“ Fir die Geschichte der Mathematik bei den Arabern
ist jedenfalls nicht viel gewonnen, wenrn man an die Stelle eines
Mannes von Fleisch und Blut einen Unbekannten setzt, der die
Terminologie ein paar Jahrzehnte friher geschaffen haben soll.

Daf Muhammad b. Masd eine wissenschaftliche Person-
lichkeit von starker Eigenart war, beweisen seine wirklich fiir
»Fachleute'* verfafiten astronomischen und geographischen
Werke, soweit sie uns ein glicklicher Zufall erhalten hat. Uber
seine astronomischen Tafeln sind wir jetzt durch das S. 85
genannte groBe Werk Surters unterrichtet. Welchen der ver-
schiedenen indischen Siddhantas Muhammad b. Maisa bei seinen
Tafeln benutzt hat, ist nicht melir sicher zu entscheiden; wahr-
scheinlich hat er, der geborene Perser, auch die persischen ,,Tafeln
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des Schah* zu Rate gezogen, die schon im 2. Jahrh. der Higra
ins Arabische tbersetzt wurden.! Neben diesen ostlichen Quellen
ist aber auch der Almagest des Ptolemaeus benitzt, und damit
sind die Nachrichten bestitigt, die Ibn al-KiftI in seiner Bio-
graphie Al-Fazaris nach Ibn al-Adami Gber die Grundlagen
der Tafeln Al-Hwarazmis gibt: ,,Er stiitzte sich in seinen Tafeln
auf die mittleren Orter des Sindhind, wich aber von ihm ab in
den Gleichungen (der Planeten) und in der Schiefe (der Ekliptik);
er setzte seine Gleichungen fest nach der Methode der Perser,
und die Deklination der Sonne nach der Methode des Ptolemaeus."?

U die nithere Kenninis eines von den arabischen Biblio-
graphen nicht erwithnten, aber in der Literatur mehrfach nach-
weisbaren geographischen Tabellenwerkes, das die Strafiburger
Universititshibliothek besitzt, haben sich C. A. Naruino® und neuer-
dings H. v. Mzix* besondere Verdienste erworben. Das (0,31 5, 400 DS
FKitab sarat alard ist der Begleittext zu einer Erdkarte, und zwar
hochst wahrscheinlich zu dem grofen Kartenwerk, das Alma’miin
durch eine Gesellschaft von Gelehrten herstellen lies, die sich wohl
aus allen Provinzen des Kalifats zusammenfanden. Es scheint die
besondere Aufgabe des Astronomen Alhwirazmi gewesen zu sein,
den Inhalt des Kartenwerks in ihnlicher Weise in Buchform zu
bringen, wie dies vorher Ptolemaeus fir griechische Karten in
der yewypagwi veimmoig gelan hatte. Das Werk bekundet eine
Freiheit der Behandlung, wie man sie gegeniiber dem Meister
Ptolemaeus in jener Frihzeit der arabischen Wissenschaft zu
finden nicht erwartet hitte.®

1 Syrer, Kommentar S. 32. Erst Maslama al-Magriti (gest. 1007/8)
hat die Ara Jezdegirds, die Muhammad b. Musa seinen Tafeln zugrund
gelegt hatte, durch die muhammedanische Ara ersetzt.

2 Syrer, Kommentar S, 33.

3 G. A. Nauuvo, Al Huwarizmi e il suo rifacimento della Geografia di
Tolomeo. Atti della R. Accad. dei Lincei Anno CCXCI Serie Quinta. Classe di
Sc. Mor. Vol. II, Memorie, Roma 1896.

4 Hans v. Mk, Plolemaeus und- die Karten der arabischen Geographen
(Mitt. d. k. k. geogr. Ges. in Wien, Bd. 58, 1915, S.152). Derselbe, Afrika
nach der arabischen Bearbeitung der yewypagikh vgiyneig des Claudius Ptole-
maeus von Mubammad ibn Masi al-IIwirizmi (Denkschr. d. Akad. d. Wiss. in
Wien, Philos.-hist. Klasse, Bd. 59, 1916, 4. Abh..

s Einen Bericht uber diese Untersuchungen habe ich in einem Aufsatz
,Neue Bausteine zur Geschichte der arabischen Geographie“ gegeben, der in der
Geogr. Zeitschrift Bd. 23, 1917, verdffentlicht werden solite, aber beim Abschluf
des Druckes dieser Arbeit noch nicht erschienen ist.
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So gewinnt das Bild, das wir von Muhammad b. Masas wis-
senschaftlichem Lebenswerk erhalten, mehr und mehr an Inhalt. Wir
sehen unsern Autor inmitten einer hochstrebenden, von allen Seiten
wissenschaftliche Anregung suchenden und empfangenden Gelehrten-
welt, als Mitglied einer Akademie, die in der von Haran al Ragid
begrindeten, von Alma’min freigebig geforderten Bibliothek zu
Bagdad ihren geistigen Mittelpunkt hatte. In erster Linie Astronom
und Astrolog, stitzte sich der einem altpersischen Geschlecht® ent-
stammende Gelehrte zunichst wohl auf persische und indische
Uberlieferung. Indische Werke iiber die mathematischen Hilfswissen-
§cllaften und personlicher Verkehr mit indischen Astronomen mogen
ihm die Anregung zur Abfassung der beiden Schriften iber die
indische Rechenkunst und tber die wichtigsten Kapitel des ange-
wandten Rechnens gegeben haben. Griechische Vorlagen kommen,
falls tberhaupt vorhanden, fir die Algebra erst in zweiter Linie;
eine originale Leistung scheint in dem Kapitel tber die Erbteilungs-
aufgaben vorzuliegen.

Dieses aus der Untersuchung der Algebra und der iibrigen
Schriften Muhammad b, Musas gewonnene Ergebnis steht durch-
aus im Einklang mit der Tatsache, daB sich die griechischen Quellen
den Arabern erst im Laufe des 9. und 10. Jahrhunderts durch um-
fassende Ubersetzertatigkeit erschlossen. Es ist unabhingig von der
Wertschitzung, die man der indischen Mathematik an sich oder in
ihrem Verhiltnis zur griechischen Wissenschaft entgegenbringt.
Wenn sich also G. R. Kave in seiner neuesten Schrift? zu der An-
sicht von Roper bekennt, wonach die alteste arabische Algebra keine
Spur von indischem Einfluf zeige und so gut wie voll-
stindig griechisch sei, so diufte diese Erneuerung ilterer
Ansichten durch die vorliegende Arbeit widerlegt sein. Wenn auch
zugestanden werden kann, daf man im mittelalterlichen Europa
keine klaren Vorstellungen tber Indien hatte und der Titel »de

! Ein Hinweis hierauf ist der Beiname al-Magusi, den ihm al-Tabari
g'ibt. Vgl. Nariwo, a.a. 0., 8. 7. In dem Kapitel ,Vita ed opere d'al-Tuwa-
rizm!* sind die sparlichen Nachrichten, die wir iiber unsern Autor bex;itzen
sorgfiltig gesaminelt. ’

? G. R. Kavg, Indian Mathematics, Calcutta und Simla 1915, S. 41. Herr
WikLeirner erhielt die Schrift im Juli 1917 durch Herrn ExestroM und stellte
sie mir in freundlicher Weise zur Verfiigung. Die Aufsitze Kaves in Journ.
& Proc. As. Soc. of Bengal 1907 und 1911 sind mir erst nach AbschluB der
K(.)rrektur zugiinglich geworden; ich muB mir eine eingehendere Wiirdigung
seiner Ergebnisse fiir eine spitere Gelegenheit vorbehalten.

Sitzungsberichte der Heidelb. Akademie, phil.-hist. KI. 1917, 2. Abh: 8
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numero Indorum‘‘ nichts bewei;e, so wird man doch nicht im Ernste
behaupten wollen, daB die Gelehrten in Bagdad, die mit Indern
und Griechen verkehrten und beiderlei Quellen benitzten, nicht ge-
wufit hitten, was indische, was griechische Rechenkunst und Zahl-
bezeichnung sei. Wie gewaltsam Kave bisweilen mit unanfechtbaren
geschichtlichen Tatsachen umgeht, zeigt seine Darstellung der oben
S. 39 und 40 besprochenen Verwaltungsmafiregel des Kalifen Al-
walid in den Notes on Indian Mathematics (Journ. As. Soc. Bengal,
Bd. 3, 1907, S. 491). Fir ihn ist sie nur eine Anekdote; da die
arabische Zahlbezeichnung mit Hilfe der Buchstaben des Alphabets
genau dieselbe sei wie die griechische und nach BavLey unzweifel-
haft ein hohes Alter besitze, konne sich das Edikt unmoglich auf
die griechische alphabetische Ziffernschrift beziehen; es miisse ent-
weder auf irgend eine besondere Zifferschrift, vielleicht auf die
apices der Neupythagoreer, Bezug haben, oder die ganze Geschichte
sei eine Erfindung. Daf die Geschichte mit den Urkunden im Ein-
klang steht, ist oben ausreichend klargestellt worden. Man wird
also gegeniiber dem UbermaB von Kritik und Skepsis bei Kave
ebenso viel Vorsicht walten lassen miissen, wie gégeniiber der oft
allzu groBen Vertrauensseligkeit bei dlteren Autoren.

Nachtrag zu S. 91.

Das zahlenmystische Schlufkapitel der Algorismusschrift, die
Cantor in dem Aufsatz ,,Uber einen Codex des Klosters Salem* in
der Z. f. Math. u. Physik, Bd. 10, 1865, veroffentlicht hat, enthilt
S. 12 folgende Stelle:

Octavus propter octo beati(tu)dines non immerito sacratus judi-
catur, et quia Christus octava die resurrexisse creditur, et omnis resurrectio
octava die a fidelibus futura expectatur ete.

Damit findet die Vermutung tber den Ursprung der Bezeich+
nung beatificus octo eine einwandfreie Bestitigung.
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Register.
I. Wort- und Sachregister.

Konsonanten mit diakritischen Zeichen sind zwischen die unbezeich-
neten in alphabetischer Folge eingereiht. Avabische Wérter sind mit oder
ohne Artikel so angefiihrt, wie sie im Text auftreten. Verweisungen sollen
dae Auffinden erleichtern, wenn beide Fille vorkommen oder bei Zitaten ver-

schiedene Umschrift angewandt ist.

Abacisten 81, 86.

Abschreiber 43, 80, 81.

‘adad kamil 91.

‘adad magdir 69.

‘adad mufrad 8, 62.

‘adad murabba® 69.

‘adad timm 91.

Addition 12, 16, 18, 20, 25, 63.

adla® s qile

Agypten, Agypter 36, 37, 40, 54.

aggregare, aggregatio 15, 16.

‘akd, ‘ukad 71, 74, 79, 80, 81.

al‘akr 27,

albaki 20.

alcasal etc. 86.

alchamiza 83.

aldarb 20, 25, 69.

aldimataser etc. 83.

Alexandria 31.

alfasl 82.

algabr, gabr 7, 10, 11, 12, 13, 14, 21,
53, 64.

algabr walmukabalah 5, 8, 10, 13, 14,
217, 82, 33, 47, 11, 72.

algam® . gam".

Algebra 3—17, 10, 13—17, 23—31, 85,
47, 49, 68, 69, 70, 72, 84, 111.

Algebraiker 13, 32.

Algorithmiker 4, 81.

Algoritmi de numero Indorum 4, 18,
19, 46, 55, 71.

alhadf 82.

alhamsira etc. 83.
alhimech etc. 86.
alitmam 9, 82,
alka 20.
alkismah 20.
Almagest 112.
almil s. mal.
almukabalah 7, 10—14, 64, 82, 98,
almusa“ar 97, 98.
almutamman 97—99, 101.
aloyog 64.
Alphabet 37, 41—44,
alradd 11. '
algalam 27.
alsimak al‘azal 86.
alsi‘r 97, 98.
altahlil 21,
altakmilah 26.
altaman 97—99, 101.
altarh 20.
altarkib 21,
alwacat 85.
amwil 8. mal.
dviluoig 21.
andras 83, 84, 88, 89, 90, 92.
avdpdg 84.
Anteil 51, 52.
dpelelv 11.
Aphbroditofund 37, 38, 50.
Araber 3, 9, 12, 13, 29, 30, 32, 36, 37,
38, 47, 48, 59, 67, 69, 85, 86, 87.
arabice 86.
g
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Arabische Algebra s. Algebra.
— Brucbzahlen 54, 55, 56.

— Meile 85.

— Namen der Stunden 83.

— — der Ziffern 85, 87.

— Ordinalzahlen 83.

— Rechtsschulen 49.

— Schrift 8, 37, 43, 105.

— Sprache 8, 11.

— Sternnamen 86.

— Urkunden 97 ff.

— Zahlbuchstaben 40—44, 114.
— Zahlwoérter 40, 41, 75, 76, 85, 87,

90, 91.

Aramiiische Bruchzahlen 54.
arbas 83, 88, 89, 90, 92.
Arithmetik 29, 85, 49, 71, 72.
apdunmikd 11,

aprdpol TTepowol 45.

ap1duoatév 69.

arrabea 83.

Arten von Zahlen 24.

articulus 79, 80, 81.

asamm 64,

aslama 27.

Assyrer 46, 84, 86.

Astrolab 82, 83, 86.

Astrologie 28, 33.

Astronomen, Astronomie 6, 12, 22, 28,

33, 46, 47, 70, 85, 111.

Astronomische Tafeln 47, 85, 111, 112.
atheliza etc. 83.

adAuvrog 84.

athenia 83.

augorisme, augrim 4.
Ausgleichung 7, 9, 10, 11, 49.
Ausnahme 13.

Aussprechbare Briiche 54—56.
Averroismus 4.

Bib aldarb 25.

bab algam® walnuksan 16, 25.
bab almu‘amalat 26, 92.

bab altakmilah 26, 48.
Babylonier 32, 46, 85.

Basis 108, 109.

Bearbeiter, Bearbeitung 3, 46, 74.
Besitz 50, 56, 60.

Bogen 106.

Brahmanen 31.

Briiche 54ff.

Bruchpotenzen 69.

Buch der Arithmetik 71.

Buch der Testamente 26, 27.

Buch der Zahl 45.

Buchstaben als Zahlzeichen 37—41,
43—45.

Buchstabenfolge 35, 70, 103, 110.

Buchstabennamen 91.

Biirgerliches Rechnen 48, 93.

buram 82.

Byzantinische Zahlzeichen 45.

Cafficii 101.

calcis etc. 83, 88, 89, 90, 92.
capitulum de pomis 60.
capitulum obviationis 61.
casus 109.

celentis 83, 84, 88, 89, 90, 92.
census 59, 61, 65.

Chaldder 84—87.

Xopdowor, Xwpaouia 4.

cifra 90, 91.

circulus 46.

collectio ac dispersio 18, 19.
completion and reduction 7.
complex number 76, 80.
compositio 17.

cosa, CoB 5, 56.

Damm, aldamm 20.
Qararijj 77.
daur 26, 27, 47.
Deutsche Algebra 5, 65.
— Zahlen 47.
dhanam 60.
Diakritische Punkte 37, 41, 42, 44.
differentia 73, 74.
digitus 80.
dile, adla® 67, 69, 108.
Ding 56.
dimhactaopudg To0 Zotpikiov 45.
Dirhem, dirham 9, 52, 53, 58, 60, 65.
dispersio 15.
dissolutio 17.
Division 12, 20, 25.
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divisor 22.
Diwaniziffern 41.
djebr, aldjebr 11, 12.
dpaxur 60.

dragma 59, 61, 101.
dschebr (s. a. algabr) 10.
Dual 11, 76.

duo modi 100.
Durchmesser 106.
dlvauig 35, 61, 68, 69.
duvauodvvauig 68,
duvaudkuBog 68, 69.
duvapootév 69.

Eidog, efon 11, 60.

Eigenschaften der Zabl 91.

Einheit, Eins 85, 71, 72.

Einrichten 10, 11, 14.

elchal 82,

elchelif 82,

Elementarer Charakter der Algebra
des M. b. Musa 29, 80, 70, 104, 109.

elewiul etc. 83,

elfazial 82.

elmechel 82,

eltermen 82.

Entschidigung 27,

Erbrecht, Erbteilungswissenschaft 6,
7, 49, 52.

Erbteilungsaufgaben 5, 6, 7, 23, 26,
27, 4751, 57, 58, 61, 110.

Erdkarte 112.

Ergiinzung und Ausgleichung 5, 7—14,
49.

Erniedrigung 12.

escebeha 83.

escendeliza etc. 83.

Essenz der Rechenkunst s. Behi eddin.

‘eStin 84.

ethehiaser etc. 83.

ethemina 83,

ethezzea 83,

Etwas 8, 9, 56, 57, 58, 66, 108, 110.

Euklidkommentar 17.

ebdeia 106.

Fachleute 36, 70, 111.
Faksimiletafel 90,

Fallort des Lotes etc. 108, 109.
fard’id 6, 22.

Farben 61.

Fibrist 15, 22, 29, 41, 42, 43, 47, 48.
Flidche des Bogens 106.

Fliigel des Raben 86.

Frankenreich 81.

Freilassung i. d. Krankheit 26, 110.

Gabara 13.

gabr s. algabr.

Fama‘a 16, 50.

gam‘, algam‘ 15, 16, 17, 19, 20, 21,
25, 50.

&anal algurab 86.

ganamalgurab 86.

geber 82,

gebr et mokabalah 29.

Gegeniiberstellung 7, 85, 111.

Geld, Geldsumme 50, 56.

Geldsteuer 39.

Gelenkzahl 81.

Geographen 85, 111,

Geographische Tabellen 111, 112,

Yewypapikh Vonynoig 112,

Geometer 13, 69.

Geometrische Beweise fiir Auflésung
der quadr. Gl. 24, 25, 61, 67, 69.

Geometrischer Abschnitt der Algebra
6, 9, 23, 24, 26, 27, 385, 103—109.

Geometrisches Bild der Potenz 68.

Geschiiftsrechnungen 5, 7, 10, 25, 27,
48, 49,

Geschiitztes, Gewertetes 99.

Ghassanidenreich 37.

gidr, gudar 8, 62—69,

Gleichungen 7—13, 16,22, 24, 28, 83,49.

Gleichungen der Planeten 119.

Glied, Gliedzahl 74, 76, 79, 80.

Gobarziffern 43.

Griechen 3, 10, 27, 28, 30, 35—39, 41,
44, 60, 70, 103, 104, 113, 114.
Griechische Algebra 7, 11, 28, 29, 38, 70.

— Anthologie 61.

— Astrologie und Astronomie 28.
— Studien der Syrer 46.

— Terminologie 11, 60, 68, 69, 106.
— Zablbuchstaben 38, 39, 40, 45.
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Grundworter 75, 76.
Gut, Giiter 50.
yuvn 84.

Hatt, elhatt 12, 21.

hau 35.

Hebritische Bruchzahlen 55.
— Schrift 43.

— Zahlbuchstaben 41, 43.
Heronisches Dreieck 108.
Hindu s. Inder. }
hisab aldaur 26, 47, 48.
hisib algabr etc. 5, 8.
hisib alhind, alhisab alhindi 19, 47.
Hohe des Dreiecks 108.
hums 44.

hototalzagad etc. 82, 83.
hutat alsa‘at 83.

Tccha 94, 96, 98.

icchipala 94, 96, 98.

igin ete. 83, 84, 88, 89, 92.

ikmal 9, 11, 13, 53.

lm alfara’iqd 6, 22, 48.

Inder 8, 10, 27—30, 34, 43, 46, 47, 60,
68, 69, 70, 73, 93, 103.

Indische Astronomie 28, 111, 112,

— Mathematik, inshes. Algebra und
Rechenkunst 6, 18, 19, 27—285, 70,
74, 93, 109, 113.

— Zahlzeichen 18, 19, 20, 37, 41,
42,43, 45,47, 75, 78, 89, 91, 104.

inversely proportionate 97, 98.

irandu 84.

Irgend ein Ding 56.

Islam 36—38, 47.

istihragat algabr 13.

istitna 13.

itmam 9, 82.

izalah 20.

Jahreszahlen 39,

Juden 3, 45.
Juppitertempel 60,
Juristen 49,

Juristische Arithmetik 7.

Kabala 11.
kabil bihi 9.

kafiz 101.
Kalifen 29, 39, 103.
xahdng 84.
Kapital 50.
Kapitel der Algebra 24ff.
— der Messung 26, 35, 103ff.
— von den Geschiften 26, 92ff.
kasama 17. .
KkddeTog THMaTog kbkhou 106.
kaus 106.
kijasu kaulihi 23.
kitab alfihrist s. Fihrist.
— algabr walmukabalah 5, 27, 47, 48.
— algam® waltafrik 14, 15, 16, 18,
19, 22, 47.
— alhata’ain 22.
— alhisab alhind1 19.
— altakmilah 48.
— altalhis fI ‘ilm alfard’iq 48.
— alwasaja 47, 48.
— alzijidah walnuksan 15.
— hisab aldaur 47, 48.
— nawadir algabr 47.
— strat alard 112,
Klammerrechnung 17.
Knoten 80.
Kollationieren 11.
Kompensation 11.
Koptische Zahlzeichen 40.
Koran 49, 50, 52, 56,
Kreisabschnitt 107.
Kreiszahl 91.
Kufische Schrift 37.
kUBog 68.
xuBdxuBog 68, 69.
xuBooTév 69.

Lingenbezeichnungen 104.

Lateinische Merkverse 91, 92.

— Ubersetzungen 65, 80, 81.

liber abbaci 47.

liber augmenti et diminutionis 14, 15,
22, 30, 59.

AoyioTikny 45, 93.

Minner der Zahl 79.
mafhtmah 55.
magma® 17.
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mal, amwil 8, 9, 47, 50, 54, 56, 58,
60—67, 69, 82, 108,

udvrig 45, 93.

maratib 55, 76.

maskit alhagar 108, 109.
Mafeinheit 104.

Mathematische Methode 34, 48.
mathesis forensis 7.

mauda‘ah 55, 77.
Mekka und Medina 37.
uépn 69.
uédodog dvakutiky 17,

— moMTikWv Aovapiacuwv 102,
— ovvdetikn 17.

— 10V TPV 93.

mikdar 14.
Milet 41.
Million 44.
Mondstationen 86.
mubhamah 55.
mudafah 55,
Muhammedaner 6, 27, 36, 52.
mukabalah s. almukabalah.
mula 68.
Multiplikation 12, 13, 20, 25, 69.
munru 84.
murakkabah 76.
mustakkah 55, 76.
Musterbeispiele 49, 52.

Nakasa 20.

Namen der Einer 84,

nasib 52.

Negatives Glied 10, 13.

Neskhi 37.

Neun Zeichen 41—46.

Neupythagoreer 35, 45, 72, 77, 78, 79,
84, 85, 114.

nishah 102,

Nisbe 4.

nodi 80.

Normalformen 8, 12,

Notare 49, 52.

nuksan 15, 17, 20, 25,

Null 41, 43, 45, 46, 84, 89, 90.

numeratio divinationis 15.

numerus absolutus 8.

— oppositus 100, 101.

numerus radicatus 69.
— simplex 8.
— beatificus 92, 114.

Operationen, algebraische 6, 8, 10, 11,
12, 14, 18, 32, 53.
Opposition 7, 11, 98.

.- Opun 84.

ormis etc. 83, 84, 88, 89, 90, 92.

Palimpsest 40.

Papyri 37, 38, 40, 46.
Parallelogramm 107.

Pehlevi 33.

wepipepeia 106.

Perser 3, 32, 33, 36, 111, 112.
Persische Schrift 43.

— Sprache 4.

— Zahlworter 43.

Petra 37.

Pfeil 106.

phalam 94, 96, 98.

mheupd 67, 68,

Politische Arithmetik 93.
potentia 61.

Potenz 61, 63, 69.

Potenzen von Tausend 44.

— von Zehntausend 44.
pramana 94, 96, 98.
Projektionen 109.
Proportionen 101, 102.
npoodeivan 11.
yigog &9.
Pyramidenstumpf 109.
Pythagoreer s. Neupythagoreer.
Pythagoreischer Lehrsatz 103.

QenneSrin 46.

Quadrat der Unbekannten 35, 54, 59,
63, 64, 67, 69.

Quadrat einer Zahl 64, 69, 91.

Quadratische Gleichungen 24, 28, 49,
60, 61, 67.

Quadratseite 66—69.

Quadratwurzel 63, 65, 68.

(uantity 67.

quantum tantum 60.
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Quellen 3, 5, 7, 10, 23, 27, 28, 32,
35, 36, 52, 70, 103, 104, 112.
quimas 83, 88, 89, 90, 92.

Radix 68.

Rangstufen der Zahlen 55, 76, 77, 78.

Raute 105, 107,

Rechenkunst 16, 18, 19, 20, 22, 46,
47, 48, 73.

Rechtegelehrte, Rechtswigsenschaft 22,
47, 49.

Reduktion 7, 8, 9.

Regel de tri 35, 45, 49, 93—102, 104.

— der zwei Fehler 15, 16, 22,

— der zwei Wagschalen 15.

regula elchatayn 15.

— infusa 21.

— inversa 21.

— sermonis 21, 22, 99.

res 59, 67.

restauratio et oppositio 7.

restoring and comparing 7.

pnrdg 64.

pltn 35, 68.

Rbombus 105.

Rinderproblem 61.

Rippen 67.

Romische Zahlzeichen 42, 47, 75.

root 62, (3.

rules of thumb 33.

rupaka, rapa 60.

Sache 35.

sahm 52, 106.

Sammlung Erzherzog Rainer 37, 38,
Sammlung — Zerstreuung 17.
Schachaufgabe 45.

schal’, 8ai’ 9, 35, 47, 56—60, 66, 67, 108,
Schatzhaus, Schatzkammer 13, 40, 50.

Schiitzung 99.
Schicksalswechsel 26, 27.
Sefer ha-mispar 45.

Sehne 106.

Seiten 67, 105 (108).

gekrjvn 84. .
Seligmachende Acht 92, 114.
Siddbanta 111, 112,

sifr 88, 89, 90,

Sindhind 112.

sipos 88, 90.

siriace 86.

Siyaq Method 41.

Spica 86.

square 54, 62, 63, 67.
square-root 62.
Steuerbeamte 49.
Steuerertrag 50, 56.
Steuerurkunden 40.
Stumme Briiche 54, 55, 56.
Stumme Zahl 55.
Stundenkreis 83.
Stundenlinien 83.
substantia 65.

Subtraktion 12, 20, 21, 25.
Summation 16.

surdus 64.

abvdeag 22,

Syrer 3, 32, 33, 41, 44, 45, 46, 110.
Syrische Bruchzahlen 64.
— Zahlbuchstaben 41.

Tabelle der arab. Zahlzeichen 44.

tafrik, altafrtk 15—21.

Tafeln des Schah 111.

tafgil 20.

tahlil 21.

taksir 106.

tamam 108.

tartk altahlil 17.

tarik altarkib 17.

Tausender 44.

Teilung 25.

temenias etc. 83, 88, 89, 90, 92.

Terminologie 8, 7, 9, 10, 14, 20, 33,
36, 50, 51, 54, 56, 60, 63, 67, 69,
81, 96, 101, 102, 108, 111.

Testamente 26.

Tetpdywvog 68, 69.

Textaufgaben 8, 9, 11,

Theologumena 92,

thuld 85.

tisu 84.

Titel (der Algebra usw.) 5, 7, 14—19.

trairAgikam 94.

Trennung 17, 19, 20.
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tult 54.
two nations 97, 98.

Ubersetzer 65, 73, 80, 81, 101.

Ubersetzungen 3, 4, 7, 15, 22—25, 33,
38, 42, 52, 69, 72.

‘ukud s. ‘akd.

Umkehrungsverfahren 1, 22.

Umschrift arabischer Worte 4, 8, 88.

Unbestimmte Analytik 31.

unitates 79, 80, 81.

Unpaarige Zahl 91.

‘usr 54.

Yarga 35.

Verdoppelung 20.

Vereinigung 16, 17, 19, 20.

Verfahren mit der angenommenen
Zahl 15.

Verhiltnisse 101, 102.

Verheiratung in Krankheit 26.

Verminderung 15.

Vermégen 8, 9, 50, 51, 58, 60, 61.

Vertauschung 26,

Vervollstindigung 9, 11, 26, 108, 110.

Vierecke 107, 108,

Viereckszahl 69.

Vollkommene Zahl 91, 92,

Vollstindige Zahl 91.

Vorausbezahlung 27,
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Wadsjj 77.

Wage der Weisheit 45.

watar 106.

Wegschaffen von Briichen 13.

Wert 99.

Werte von = 103, 105.

Wiederherstellung und Gegeniiberstel-
lung 7, 35, 111.

Wortrechnung 22, 23.

Wortschrift der Zahlen 41.

Wiirfel, Wiirfelzahl 68, 69, 91.

Wurzel 8, 25, 35, 62, 64, 105.

Wurzel der Zahl 35, 71, 91.

Yavat tavat 60.
Yrdpxovra 60.

Zahl 13, 14, 69, 71.
Zahlbezeichnungen 36, 114.
Zahlensystem 24, 35, 70—173.
ZahlgroBe 64.

Zahlworter 75.

zenis etc. 83, 88, 89, 90, 92.
zensus 65. )
Zerlegung 17, 20.

Ziffern im Abendland 30, 47, 75.
zijadah 15, 20, 106.
Zuriickfiithrung 8, 9, 11.
Zusammensetzung 21.
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II. Verzeichnis der Eigennamen.

Kleine Varianten in der Umschreibung arabischer Namen sind nicht
beriicksichtigt; einige Namen sind doppelt angefiihrt.

‘Abd al Hamid 47.

‘Abd al Kahir b. Tahir 48.

‘Abdallah 39.

*Abdallzh b. Gabir 38.

tAbdalmelik 39.

Abraham 22.

Abraham ben Ezra 45.

Aba Hanifah 26, 27, 49, 110, 111.

Abt Kamil Suga‘ b, Aslam 16, 22, 47.

Abwlwafi 29.

Abu Salih 22,

Ahlwardt 48.

Ahmad b. Hanbal 49.

Ajjub al Basri 22.

Ajjub b. Sulaiman 22.

Albérini 34, 45.

Alchoarismi, Alchwarizmi, Algaurizim,
Algoritmi, Alhwarazmi, Alkharizmi
usw. 4, 7, 11, 18, 30, 33, 35, 36,
73, 93, 94, 111, 112.

Alcuin 81.

Algebras 84.

Algorithmus 4.

Alhazini 45.

Alkarhi 13, 20, 54, 64, 69.

Alma2’mun 29, 46, 112.

Alwalid 39, 114.

Annadim 41.

Annairizi 17,

Aryabhatta usw. 30, 31, 32, 94.

Athelhard von Bath 81, 85.

Averroes 4.

Bannier 81.
Becker 38, 39.
Beha eddin 15, 20, 33, 54, 102.

Besthorn 17, 85.

Bhaskara 29, 30, 32, 33, 94, 95, 96,
104, 106, 107, 108.

al Biruni 34, 45.

Bjornbo 4, 23, 85.

Boethius, Boetius 30, 45, 68, 81, 88.

Boncompagni 18, 19, 55, 71.

Bosmans 4.

Brahmagupta 29, 30, 32, 94, 106, 107.

Breydenbach 87.

Bubnow 82, 84, 86.

Cantor 6, 7, 10, 14, 15, 17, 21, 22, 23,
30, 34, 36, 37, 40, 45, 46, 49, 54,
60, 61, 64, 67—71, 75, 77, 178, 80,
81, 83, 91, 92, 93, 103, 105, 108,
109, 111, 114.

Carra de Vaux 11, 12, 21.

Chasles 30. ’

Clair-Tisdall 41.

Clive Bayley 46, 84.

Colebrooke 4, 6, 7, 27, 28, 32, 34, 94,
95, 104, 106, 107, 108.

Cossali 23, 27.

Curtze 17.

Dalman 54.

Dieterici 55, 75, 77, 78, 101, 109.
al Dinawarl 47.

Diophant 11, 28—35, 68, 69.
Dozy 13, 98.

Duval 44.

Enestrom 4, 16, 17, 43, 72, 76, 81, 82,
85, 113.
Ersch und Gruaber 37.
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Euklid 29, 30, 35, 64.
Euklides 84.

al Fazari 112.
Flugel 22, 29, 42.
Freytag 13.
Friedlein 88, 90.

Gerbert 82, 86,

Gerhard von Cremona 4, 23, 81.
Gesenius 37.

Ghaligai 82.

Giinther 7, 36, 54, 64, 65.

al Habri 48.

Haggag 17.

Haggt Halifa 6, 7, 22, 48,

Hankel 4, 6, 7, 30, 31, 32, 34, 60, 61
103, 105.

Hartmann 87,

Hirtn al Ragrd 30, 113,

Heiberg 17, 45, 81, 93.

Heis 60.

Helmreich 84.

Heron 35, 104, 109.

Hochheim 13.

Hofmann 44.

Hultsch 93.

al Hwarazmr 4 ff.

Hypatia 30.

’

Ibn al Adami 112,

Ibn al Banni 77.

Ibn al Faradi 48.

Ibn al Ha’im 12, 20, 21.

Ibn al Kiftr 112.

Ibn Hadid 88.

Ibn Haldan 6, 7, 14, 19, 21.

Ibn Ruid 4.

Ibn Wahsija 43.

Ibrabhim 22.

Thwan as-safa 18, 19, 21, 43, 44, 55,
58, 69, 75, 77, 78, 79, 87, 91, 101.

Jezdegird 112.
Job f. Salomonis 21, 22.
Johannes 38,

Johannes Hispalensis, Johannes von
Sevilla 4, 55, 67, 80.
Juynboll 52.

al Kalasadi 48, 77.

Karabacek 38, 40, 44, 46.
Karpinski 4, 24, 41, 42, 43, 46.
Kaye 33, 34, 113, 114.
Kazwini 41.

al Kbarizmi usw. 4.

v. Kremer 6.

Lagrange 31.

Lane 5.

Larfeld 41.

Leonardo Pisano 47, 64.

Libri 8, 14, 15, 21, 23, 25, 59, 61, 76,
79, 100.

Low 105.

Mahavira 95.

Mailik b. Anas 49.

al Ma’'mtn s. Alma’mun.
Marre 4, 103, 104, 105.
Maslama b. Ahmad al-Magriti 85, 112,
Maximus Planudes 45.
Merx 44.

al Missisi 48.

Moritz 37.

Mortet 91.

Muliammad al Safi‘t 49.
Muhammad b. Musi 4.
Muhammed 36.

v. Mzik 112.

Nallino 112.

al-Nadim 41.

al-Narizius 17.

Nau 45, 46.

Nesselmann 7, 15, 102.
Nikolaus Rhabdas 93, 102.
Nikomachus 35, 68, 72.

‘Omar al Ilajjim 18,

Pauly-Wissowa 93.
Pertsch 43.

Platon 93.

Plato von Tivoli 81.
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Probst 87.
Ptolemaeus 112.

Qorra b. Sarik 38.
Quatremere 20.

Radulph von Laon 83, 84, 85, 86.
Rainer 37, 38.

Rasid 39

Robert von Chester 4, 24, 80, 81.
Rodet 32, 33, 34, 113.

Rosen 3—9, 23, 26—380, 34, 50, 51,
53, 54, 57, 58, 62—67, 71, 75, 79,
80, 96, 97, 98, 101, 103, 104, 105, 108.

Rudolff 5.
Ruska 41, 46, 112,

Sachau 34.

de Sacy 37, 41, 43, 44.
Schanz 73.
Schott-Reinhardt 38, 39.
Sédillot 29, 30.

Send ben Al 15.
Severus bar Sakka 46.
Severus Sabokht 45, 46.
Silberberg 45.

Sinan b. al Fath 15, 48,

de Slane 20.

Smith 4,

Smith u. Karpinski 4, 47, 85, 88,
Steinschneider 24.

Suter 4, 12, 16, 22, 47, 48, 81, 82, 85,

111, 112.

Taki eddin el Hanball 12.
Tannery 68, 93, 102.
Theon von Smyrna 35, 72.
Theophanes 40.

Tropfke 10, 65, 67, 68, 93.
Turchill 85.

Unger 46, 47.

van Vloten 4, 105.
Vullers 4.

Wahrmund 105,

al Wanni 48.
Wiedemann 4, 45, 46.
Wieleitner 58, 113.

Woepcke 4, 13, 14, 16, 30, 37, 40, 77,

78, 84,

Yobannan 42.

Druckfehler.

Seite 35 Zeile 9 v. u. lies pitn statt piZa.

., 41 , 16 v.o.
42 , 8vwv.o
65 , Tv.u

» Pn statt Pn.
. o statt b.
» mukdabalah.
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